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Agrip — Kyrrapunktssetning Hopf-Lefschetz gefur fullnagjandi skilyrdi fyrir tilvist kyrrapunkta sjalfmé-
tana vissra grannrima. Vid rifjum upp sonnun 4 pessari setningu sem er ad mestu leyti formleg og byggir
4 pvi a0 skilgreina nykra og spor { faldrikjum og syna ad sterkir faldvarpar vardveita spor. Vid gefum svo
visbendingar um hvernig alhzfa megi pa adferdafredi sem hér er beitt til ad styrkja setninguna pannig ad
hin gefi einnig naudsynlegt skilyrdi fyrir tilvist kyrrapunkta.

1. Inngangur

Staerdfradingar vinna idulega med sofn hluta sem eru tengdir med ymsum métunum. I linulegri algebru gaetu
hlutirnir til deemis verid vigurrdm yfir tiltekid svid k& og métanirnar k-linulegar métanir. I grannfraedi gaetu
hlutirnir verid vidattur eins og kiluhvel, hjélfietir (yfirbord kleinuhringja), varprim o.s.frv. og métanirnar getu
verid samfelldar varpanir. Pannig ma segja ad vinnuumhverfi sterdfredinga sé skipt upp { tiltekin riki sem
samanstanda af safni hluta og métunum sem m4 skeyta saman.

bessi einfalda tiltekt 4 skrifbordi steerdfreedinga, sem var innleidd med tungumali rikjafredinnar um midja
sidustu 6ld, hefur skilad 6trilegum framférum og er an efa ein megin stodin undir niverandi gullold sterdfredi-
i0kunar. Reyndar ma kveda svo fast ad ordi ad dn pessa tungumadls vaeru margar greinar nitima sterdfraedi
hreinlega 6hugsandi. Markmid okkar hér er 60rum predi ad syna hvernig rikjafredin nytist { raun.

begar vidfangsefnin hafa verid adgreind 4 pennan hétt ma bera saman formlega eiginleika 6likra rikja. Til
pess ma hugsa sér ad uthluta sérhverri métun 1 einu riki métun 1 60ru riki pannig ad samskeyting sé vardveitt

f Ff
X—Y FX ——FY
. g ’\/\E\/\> Fg
gf F(gf)
VA FZ.

Slikar uthlutunarreglur milli rikja eru kalladar varpar.

N geta riki haft ymis mynstur. Til demis ma spyrda saman tvo vigurrim V' og W og mynda summu peirra
V @& W, eda pa vid getum myndad pinfeldi peirra V' ®;, W. Svipad ma gera 1 riki vidatta. Ef X og Y eru tver
vidattur, pd getum vid myndad summu peirra X I1 Y einfaldlega med pvi ad leggja paer hlid vid hlid, eda vid
gatum myndad margfeldi peirra X x Y. Allt eru petta deemi um faldmynstur 4 pessum rikjum.

Vid getum nu spurt hvort varpi fra grannriki eins og riki vidatta inn { algebruriki, eins og riki k-vigurrima,
vardveiti slik faldmynstur. Slika varpa getum vid pd notad til pess ad flytja hluti med tiltekna eiginleika m.t.t.
mynstursins milli rikjanna. Til ad skyra petta frekar skulum vid hugsa okkur varpa H sem tekur margfeldi
vidatta 4 pinfeldi vigurrima. Vid hofum margfoldun

p: St x st — st
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4 einingarhringnum S* { tvinntalnaplaninu sem er gefin med margféldun tvinntalna. Ef vid beitum H 4 pessa
margfoldun faum vid
H(p): H(S") @ H(S') — H(S")

sem gefur margféldun 4 vigurriminu H (S*). Tengireglan og hlutleysan 4 S gefur b4 jafnframt samsvarandi
reglur & H(S*) og pvi er H(S') algebra yfir k.

[ pessari grein munum vid nota pessa einfoldu adferdarfradi, ad bera saman formlega eiginleika rikja, til
pess ad sanna klassiska kyrrapunktssetningu kennda vid Hopf og Lefschetz. Setningin fjallar um sjalfmétanir
f+ X — X & vissum grannrimum eins og pjoppudum vidattum. Vid litum 4 hlutrimid

Kj={reX|f2)=1)

af 6llum kyrrapunktum f og ,teljum* samkvamt kdnstarinnar reglum fj6lda peirra. Petta er vissulega einhver-
jum vandkvadum hdd pvi K barf ekki ad vera endanlegt og telja parf med ,,margfeldni“. En hvad um pad,
petta er haegt ad gera 4 skynsamlegan hatt og gefur okkur kyrrapunktsvisi Lefschetz, I;. Setningin segir okkur
pd ad Iy megi reikna sem spor dkvedinnar linulegrar sjélfmétunar H(f), par sem H er faldvarpi inn { riki
vigurrima yfir Q. Ef I # 0, b4 getum vid dlyktad ad f hafi a.m k. einn kyrrapunkt.

Mikilvagt er ad gera sér grein fyrir pvi ad pé ad kyrrapunktsvisirinn hverfi, pa geta kyrrapunktar samt sem
40ur verid til stadar. Astzdan er st ad par sem kyrrapunktarnir eru taldir med margfeldni, pa gati einn haft
margfeldni 1 4 medan annar hefur margfeldni —1 og peir pvi upphafid hvor annan. Til ad fordast petta parf ad
setja meiri upplysingar inn { fastapunktsvisinn og pvi lysum vid { lokin.

Til pess ad gera greinina adgengilegri hofum vid eftirlatid peim sem meira vita ad fylla { ymsar eydur.
Tilgangur okkar er ad lysa almennri adferdafredi en ekki ad gefa ndkvaemar sannanir 4 peim nidurstddum sem
vid nefnum. Peim sem vilja fredast frekar er visad 4 heimildaskrana.

Rétt er ad geta pess ad framsetning efnisins er mjog 4 skjon vid hver sdgulega préunin var. Pad var ekki
fyrr en 1 lok attunda dratugar sidustu aldar sem Albrecht Dold og Dieter Puppe [1] gafu fyrstir skilgreiningu &
sporum { almennum faldrikjum og bentu 4 hvernig sanna matti kyrrapunktssetninguna fra pvi sjénarhorni eins
og vid gerum hér. St leid ad andhverfu kyrrapunktssetningarinnar sem ég lysi { lokin er innan vid 4rs gémul.
Kate Ponto [3] gefur slika sonnun { doktorsritgerd sinni vid Chicago haskéla 2007, en hiin byggir annarsvegar
4 nylegum nidurstodum John Klein og Bruce Williams [2] og hinsvegar 4 nidurstodum hofundar og Peter
May [5].

2. Spor og nykrar i algebrurikjum
Latum k vera svid, til deemis redu tolurnar Q, og litum A = (a;;) vera n x n-fylki yfir k. Spor fylkisins A er
skilgreint sem summa hornalinustaka pess,

i=1

Ef nd V er endanlega vitt vigurrdm yfir k og f: V — V er sjdlfmétun, pd getum vid valid grunn (v;) fyrir V/
og sett f fram sem fylki A = (a,;) med tilliti til pessa grunns. Stok fylkisins A eru étvirett dkvordud af pvi ad
rita vigrana f(v;) sem linulega samantekt grunnvigranna

fvj) = Z QijVi-
i=1

Vid freistum nd pess ad skilgreina spor sjalfmétunarinnar f sem spor fylkisins A. En pé parf x(A) ad sjélfsogdu
ad vera 6had valinu 4 grunninum fyrir vigurrimid. Til ad svo sé nagir ad syna ad fyrir andhverfanlegt n x n-
fylki C, pé eru spor A og C~tAC bau somu. Petta m4 til deemis gera med pvi ad athuga ad x(BC) = x(CB)
fyrir sérhver tvo endanleg ferningsfylki B og C' og beita pessu svo 4 tilvikid B = C~1 A, pvi b4 fast ad

X(CTTA)C) = X(C(CT1A)) = x(A).
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Spor sjalfmétunar f: V' — V 4 endanlega vidu k-vigurrimi mé einnig skilgreina beint eins og vid nd
greinum fra. Til pess notum vid mynstur sem eru til stadar 4 riki k-vigurrima. Fyrir tvo k-vigurraim V og W
getum vid myndad ny vigurrdm V ®j, W, pinfeldid yfir k, og einnig homy (V, W), riim k-linulegra mdtana fra
V til W. Par sem ekki er hatta 4 misskilningi munum vid einfalda rith4ttinn med pvi ad rita ® { stad ®j, og
hom 1 stad homy,.

Litum V* = hom(V, k) vera nykurrdm V' og skilgreinum néttirlega linulega métun

v: V*@W — hom(V,W); v(f @ w)(v) := f(v)w.
Setning 1. Mdétunin v er einsmotun fyrir 61l k-vigurrim W pd og pvi adeins ad vidd V' sé endanleg.

Sonnun. Ef vidd V' er endanleg, pd veljum vid grunn (v;) fyrir V' og ldtum (v}) vera nykurgrunn hans, en hann
er gefinn med v (v;) = ;5. Pd er andhverfa v gefin med pviad senda f: V — W 4 ) vl @ f(v;).

A hinn béginn athugum vid ad vigra V* @ W m4 setja fram sem endanlegar summur u = Y f; ® w;. Gildi
v 4 slikri summu er métunin

(f1,fm)
v(u): V km —= W
par sem w(ay,...,a,) = > a;w;. Af pvi leidir ad myndrim v(u) { W hefur endanlega vidd. Ef nd v er
einsmétun fyrir W = V og bd sér i lagi dtek, pd er v(u) = idy fyrir einhvern slikan vigur u. En pad gefur ad
myndrdm idy = v(u) er endanlegt sem pydir ad V' er endanlega vitt. O

Athugasemd 2. Métunina ¥ ma almennar skilgreina fyrir hvada moétla sem er yfir vixlbaug k. Pad er ekki erfitt
ad syna ad eftirfarandi skilyrdi eru jafngild:

1. Moétunin v er einsmétun fyrir alla métla W.
2. Métunin v er einsmétun fyrir W = V.
3. V er endanlega spannadur varpmétull.

Slika métla V' kollum vid nykranlega og fyrir pa gildir ad (V*)* = V. Almennt er pad pé veikara skilyrdi
heldur en ad v sé einsmétun. Pegar k er svid, pa er sérhver métull frjals, sér i lagi varpmétull og pvi nykranlegu
vigurrimin ndkvaemlega pau endanlegu vidu.

Vid latum nd n: Kk — V ® V™ vera samskeytingu métananna
k——=hom(V,V)<="—V*@V ——=VeV*
par sem ¢(1) = idy og 7 vixlar pattum pinfeldisins. Vid hofum einnig gildismétunina
e V'V —k; e(f @) := f(v).
Vid getum nd gefid formlega skilgreiningu 4 spori sjalfmétunarinnar f sem visar adeins { pinfeldid ® og
métanirnar €, 1 og 7.

Skilgreining 3. Latum V' vera endanlega vitt k-vigurrim og f vera sjalfmétun 4 V. Pd er spor f samskeytingin

T

id® .
X k= VeV —T=VigV b yroyv s
Motunin x(f) er vitanlega tvirett dkvordud af tolunni x(f)(1) € &k sem vid kollum einnig spor f.

Pad er audséd ad pessi skilgreining er samkvem peirri fyrri. Ef (v;) er grunnur fyrir V, bd er n(1) =
> v; ® vy eins og sjd md af pvi ad gildi v 4 pessum vigri er idy . Eins og 4dur latum vid (a;;) vera fylki f
med tilliti til grunnsins og vid faum b4 ad

WD) = S0 () = 3 v (aige) = Y au
i i i
Tokum einnig eftir ad ef f = idy, pd er sporid einfaldlega vidd vigurrdmsins V. Par sem vidd nykursins V* er

st sama og vidd V, ba sjdum vid ad ekki er hegt ad pekkja { sundur endanlega vitt vigurrim og nykur pess af
sporum peirra. Ekki frekar en spor nykra pjédsagnanna pekkjast fra sporum venjulegra hrossa.
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Athugasemd 4. Setjum ni W = V*. P4 eru eftirfarandi samskeytingar samsemdarmétunin

VereV 2L veweveve WeV) “SS yerxy

0g
id®n e®id
WeEWek——WaVaeW)2WeV)eW —kLkW 2W
par sem einsmétanirnar eru tengi- eda einingarmétanir pinfeldisins. Pad er ekki erfitt ad sja ad til er vigurrim
W ogmoétanire: W@V — kogn: k — V ® W pannig ad samskeytingarnar hér ad ofan séu samsemdar-
varpanirnar pd og pvi adeins ad V' sé nykranlegt. Jafnframt gefur adokun €, sem er métunin

€: W — hom(V, k); é(w)(v) := e(w,v),

pa einsmétun milli W og V'*. Petta gildir almennar um métla yfir vixlbauga og batir enn einni audkenningunni
4 nykranlegum métlum vid athugasemd 2.

Nidurstodu pessa hluta ma orda sem svo ad eina mynstrid sem vid purfum 4 riki k-vigurrima til pess
ad skilgreina nykranleg vigurrim og spor sjalfmétana er pinfeldid. I nastu tveimur hlutum munum vid lysa
mynstri med somu formlegu eiginleika 4 samtogunarriki punktadra rima. [ §5 munum vid svo gera nikvama
grein fyrir pvi hverjir pessir formlegu eiginleikar eru.

3. Samtogunarrikio

Litum nt 4 riki punktadra grannrdma. Lesandinn sem ekki pekkir grannrdm getur hugsad um firdrtim { stadinn,
eda jafnvel frekar pynnurim sem eru buin til med pvi ad lima saman pynnur, eda ,,gaimmipjotlur®, sem eru {
laginu eins og diskarnir

D" :={z e R" | ||z| <1}.

Nénar tiltekid eru pau myndud med pvi ad byrja med strjalt mengi af O-pynnum. P4 eru jadrar 4 1-pynnum
limdir vid petta mengi til ad mynda 1-grind rdmsins X; og svo koll af kolli. [ n-ta skrefinu limum vid jadra
n-pynna vid (n — 1)-grindina X"~ ! til ad mynda n-grindina X ™.

Dzmi 5. Vid getum myndad einvida hringinn S* 4 marga vegu sem pynnurdm. Til demis getum vid byrjad
med tver 0-pynnur sem vid hugsum um sem gagnstazda punkta 4 hringnum og skipta honum { tvennt, segjum
efri og nedri hluta. Vid tengjum svo 0-pynnurnar med tveimur 1-pynnum, 6nnur gefur efri hlutann og hin pann
nedri. Einnig getum vid byrjad med eina 0-pynnu og limt svo bada punkta jadars 1-pynnu vid pessa 0-pynnu.
Lesandinn getur svo skemmt sér vid ad setja tvivida kiluhvelid og kleinuhringinn fram sem pynnurdm.

Vid munum p6 halda okkur vid grannrimin par sem einfaldast er ad lysa flestum adgerdum 4 peim. Nanar
tiltekid eru hlutirnir grannrdm X sem hafa tilgreindan punkt * € X sem er kalladur grunnpunktur. Métanirnar
f: X — Y eru samfelldar varpanir pannig ad f(x) = *. Ef X er grannrdm sem ekki hefur grunnpunkt, pa
md mynda sundurlega summu X vid einstaks ramid {*} og fa X, = X IT {*} par sem vid litum & % sem
grunnpunkt. Pessi adgerd, ad baeta vid sundurleegum grunnpunkti, er reyndar varpi sem er vinstri adoki varpans
sem gleymir tilvist grunnpunktsins. Punktsumma tveggja punktadra rima X og Y er

XVY :=(X1TY)/x ~ %

par sem vid samsomum grunnpunktana. Ef vid tokum einhvern punkt hringsins S* sem grunnpunkt, pd er til
demis S* Vv S! {laginu eins og talan 8. Vid skilgreinum sldfeldi X og Y sem

XAY :=(XxY)/(XVY)

par sem vid samsémum allar tvenndir (z,y) par sem annadhvort x eda y er grunnpunktur vidkomandi rdms.
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Vid latum nd
S = {z e R"™ | |z| = 1}
vera n-vida kdluhvelid og tokum e¢; = (1,0,...,0) sem grunnpunkt. Af skilgreiningunni sjdum vid strax ad
SOA X =2 X fyrir 61l grannrim X . Pvi er SO hlutleysa sléfeldisins likt og k er hlutleysa pinfeldisins ®y,. Einnig
hofum vid eftirfarandi einfoldu setningu sem er ad vissu leyti dsteedan fyrir pvi hvers vegna slafeldid er svona
mikilvaegt { samtogunarfredum.

Setning 6. Vid hifum ad

S™ A ST =2 gt
Sonnun. Latum I = [0, 1] vera lokada bilid frd 0 til 1 4 rauntalnalinunni. P4 er I™ n-vidur teningur og vid
latum OI™ tdkna jadar hans. Nd er S™ grannméta I™ /01" og vid hofum augljésa samfellda vorpun

frImt =1 < I — 1" /OI™ N T™/OT™.
S4 hluti /™™ sem f sendir 4 grunnpunktinn er jadarinn. Vid faum pvi samfellda vorpun
fo ot — 1 jort A I /orm

sem audvelt er ad sannfeera sig um ad er gagntek. Andhverfan er einnig samfelld, en pad leidir medal annars
af pvi ad f er gagntaek vorpun fra pjoppudu rdimi inn { Hausdorff rim. U

N viljum vid ekki gera greinarmun 4 tveimur grannrimum ef haegt er ad teygja og toga annad peirra pannig
ad bad liti t eins og hitt. Pannig viljum vid til ad mynda ekki gera greinarmun 4 tvivida kdluhvelinu S? og
yfirbordi privids tenings, eda 4 yfirbordum kleinurhings S* x S* og kaffibolla. Til pess samsomum vid tvar
varpanir ef vid getum togad adra til pannig ad hin sé eins og hin, 4n pess ad rifa eda slita neitt i sundur. Petta
gefur jafngildisvensl og vid skilgreinum samtogunarriki punktadra grannrima sem rikid par sem hlutirnir eru
grannrima, en métanirnar eru jafngildisflokkar samtoga varpana. Vid tdknum petta riki med h7 .

Ef A er hlutrim X, pd getum vid myndad deildarimid X /A med pvi ad samsama alla punka A { einn. Vid
getum pd einnig tekid pann punkt sem néttirlegan grunnpunkt X /A. Petta er p6 heldur villimannsleg adgerd ef
hlutrimid A , liggur ekki vel*“ i X. Lauslega sagt pd ,liggur hlutrimid A vel { X* og vid segjum pd ad ivarpid
A C X sé hjdtrefjun, ef til er grennd U vid lokada hlutrimid A { X sem hagt er ad draga inn { A med samtogun
4 X 4n pess ad hreyfa punktana { A. Vid hofum pa jafnframt inndrdtt r: U — A sem er samsemdarvorpunin
aA.

[ samtogunarrikinu ma alltaf bua til samtogaméta rim M (X, A) vid X pannig ad A C M (X, A) sé
hjatrefjun. Petta er gert med pvi ad setja

M(X,A):=X x0UAXx[0,1]

sem er augljéslega samtogaméta X. Einniger A =2 A x 1 C M(X, A) hjitrefjun med inndrétt ofanvarpid
Ax[1,1] — Ax1= A Panniger M (X, A) rimid sem feest med pvi ad reisa turn Ax [0,1] 4 Ax0 C X x0
og lita 4 toppinn 4 turninum sem hlutrdmid A.
Setjum nu
C(X,A):=M(X,A)/A x 1.

Vid hofum p4 reist keilu 4 hlutrdimid A { X og tokum topppunkt keilunnar sem grunnpunkt C' (X, A). Ef A = (),
paer C(X,0) = X par sem vid htfum beett vid grunnpunkti vid X ogef X = A, pderCX = X x [/ X x 1
keila X sem er samtogamoéta rimi med adeins einn punkt.

Adgerdin ad mynda C'(X, A) hegdar sér miklu betur heldur en ad bia til deildarimid X/A. I samtogu-
narrikinu er C'(X, A) samtogaméta X /A ef ivarpid A C X er hjatrefjun. Losaraleg samliking er ad bera
hjétrefjanir A C X saman vid normlegar hlutgripur N < G. Ef H < G er ekki normleg, p4 er ekki hegt ad
mynda G/ H skynsamlega sem gripu.

Deami 7. Vid bendum 4 hversu 6lik X/A og C(X, A) geta verid ef A C X er ekki hjétrefjun. Til deemis er
C(R,R —0) ~ S! 4§ medan ad R/(R — 0) samanstendur af tveimur punktum sem eru nanast limdir saman.
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4. Nykrar i samtogunarrikinu

Latum nd M vera pjappada m-vidattu, p.e.a.s. pjappad grannrim par sem sérhver punktur hefur grennd sem
er grannméta R™. Lesandinn geti kosid ad hugsa um pjalar vidattur, en um peer gildir jafnframt ad sérhver
punktur hefur m-vitt snertlarim sem saman gefa snertlabundin 7 yfir M. Pad m4 greypa M { eitthvert evklidskt
rim R™ og M C R" er hjatrefjun med grenndarinndratt »: U — M par sem U er opin grennd vid M. Vid
getum 14tid U vera slongugrennd vid M og hugsad um trefjurnar r ~*(m) C U sem pverla 4 M { punktinum
m. Pannig mad samsama U vid pverlabundin v yfir M.

Eftirfarandi setning tti ad minna 4 athugasemd 4 og segir okkur ad vid @ttum ad lita 4 C(R™, R"™ — M)
sem ,,n-nykur* M, . Vid munum sja { hjilparsetningu 10 ad

CR",R" - M)~C(U,U - M)
og pvi md lysa n-nykri M sem U/OU, par sem vid héfum samsamad jadar slongugrenndarinar { einn punkt.
Setning 8. Ef X er pjappad hlutriim R™ pannig ad ivarpid X C R"™ er hjdtrefjun, pd eru til varpanir
n: S" — Xy ACR™,R" — X) 0g e: CR"R"—X)AX, — 5"
pannig ad eftirfarandi orvarit eru vixlin { samtogunarrikinu

St AX, MM X ACR R — X) A Xy

e

X, AS"

id\n
E—

C(R",R" — X) A S" C(R",R" — X) A X4 A C(R",R" — X)

l lmid

5" A C(R™,R" — X) onid 5" A C(R™,R™ — X).
Hérero: S™ — S™ vorpunin sem feest frd eins-punkts pjoppuninni d R” — R"; x +— —x.

Nu métmelir lesandinn sjdlfsagt og bendir réttilega 4 ad hér sé ekki allt alveg formlega eins og 1 §2. Til ad
mynda sé S™ ekki hlutleysa slfeldisins og eitthvad sé um auka varpanir { drvaritunum hér ad ofan. Astzedan er
st ad vid hofum ekki verid ad vinna { rétta rikinu! Minnumst pess ad S™ A §™ = §"F™ og ef vid nd byggjum
svo vel ad hafa neikveed kiluhvel, pa getum vid tekid slafeldi S~ vid 7 og e til ad fa peer métanir 4 rétt form.
Nykur X, samkvaemt pvi «tti pd ad vera C(R",R™ — X) A S™™.

An pess ad vid Iysum pvi hvernig pad sé gert, pi ma titvikka samtogunarrikid pannig ad vid pad batist pessi
neikvaedu kiluhvel (og pa naudsynlega margir adrir dhugaverdir hlutir) og pad er varpi

YX>*:hT — hS

frd samtogunarriki punktadra rima inn { petta nyja riki, sem kallast stéduga samtogunarrikid. Stoduga sam-
togunarrikid hefur einnig slafeldi og varpinn > virdir slafeldid (er sterkur faldvarpi eins og vid komum ad {
nesta hluta). Eftir ad vid beitum varpanum 3°°(—) A S~ 4 ofangreinda setningu faum vid ndkvemlega somu
formlegu eiginleikana sem audkenndu nykurmétla { athugasemd 4.

Setning 9. Ef X er pjappad hlutrim R™ pannig ad ivarpio X C R™ er hjdtrefjun, pd er >°° X | nykranlegur
hlutur i stoduga samtogunarrikinu med nykur X>°C(R™,R™ — X') A S™™. Auk pess eru allir nykranlegir hlutir
stoouga samtogunarrikisins af pessari gerd.
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Vid lysum sonnun setningar 9 ekki nanar. Hinsvegar skulum vid skilgreina varpanirnar € og 1 sem getid var
um { setningu 8, en lesandanum er eftirlatin sonnunin ad 6dru leyti. Vid byrjum 4 eftirfarandi hjalparsetningum.

Hjalparsetning 10. EfU C A C X, pd gefur ivarpid vérpun
CX-UA-U)— C(X,A)
sem er samtogamétun ef A — U C X — U og A C X eru hjdtrefjanir.
Hjalparsetning 11. Vorpunin
a: C(X,A)ANC(Y,B) — C(X xY,X X BUAXY)

sem er skilgreind med
a((z,s) A (y,t)) = (z,y, max{s, t})

er grannmotun ef A = () eda ef B = 0, og hin er samtogamdtun ef annadhvort A C X eda B C Y er
hjdtrefjun.

Vid skilgreinum € med pvi ad krefjast pess ad eftirfarandi orvarit sé vixlid

C(R™",R" — X)A X, = C(R™ x X, (R" — X) x X)
el \LC(d)
Sn = C(R",R" — B) = C(R™,R™ —0).

Hérer d(z,y) = x —y, B erbolti um 0 { R™ sem inniheldur X og ~ gefur til kynna einsmétanir i samtogunar-
rikinu. Eins skilgreinum vid 7 med eftirfarandi orvariti

sn = C(R™",R" — B) C(R",R" — X)
n CcU,U - X)

lC(A)

CU xR, U x (R* — X)).

rXid

X, ACR"R" - X) 2= C(X xR", X x (R" — X))
par sem A(x) = (x,x) er hornalinuvérpunin og 7: U — X er grenndarinndrdttur.

5. Samhverf faldriki, nykrar og spor

Adur en lengra er haldid skulum vid lysa stuttlega pvi sameiginlega formlega mynstri sem vid hofum hingad
til verid ad draga fram. Nanari umfjollun um efni pessa hluta getur lesandinn fundid { [4].

Skilgreining 12. Riki C samanstendur af:

safni hluta,
mengi mdtana C(A, B) fyrir sérhverja tvo hluti A og B,
tenginni samskeytingu

o: C(B,C) x C(A,B) — C(A,C)

fyrir sérhverja prjd hluti A, B og C,
samsemdarmdtun id4 € C(A, A) fyrir sérhvern hlut A sem er hlutleysa fyrir samskeytinguna.
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Daemi 13. Hér eru nokkur deemi um riki.

1. Riki mengja, sem vid tdknum med Set. Hlutirnir eru mengi og métanirnar eru varpanir 4 milli mengja.

2. Riki k-vigurrima yfir svid k, sem vid tdknum med V. Hlutirnir eru k-vigurrim og métaniranr eru k-
linulegar métanir. Petta er sértilfelli rikis allra k-métla, My, par sem k er vixlbaugur.

3. Punktada samtogunarrikid A7 . Hlutirnir eru punktud grannrdm og métanirnar eru samtogunarflokkar sam-
felldra varpana.

Pessi demi hafa pad yfirbragd ad vera dkaflega stér. En smdriki (par sem safn hlutanna er mengi) eru ekki sidur
dhugaverd.

4. Riki med adeins einn hlut er pad sama og mengi med tenginni reikniadgerd sem hefur hlutleysu. Slikt
mynstur er oft kallad hdlfgriipa eda foldungur.

5. Riki par sem allar métanirnar eru andhverfanlegar kallast grypi. Nafnid skyrist af pvi ad grypi sem hefur
adeins einn hlut er pad sama of gripa. Pratt fyrir ad grypi rimi vid skripi pd eru slik riki engin vidundur.
bvert 4 méti eru pau dkaflega gagnleg. Sem demi getum vid tekid undirstodugrypi grannrims X, sem er
tdknad II.X. Hlutirnir eru punktar X og métanirnar u: x — y eru jafngildisflokkar samfelldra varpana,
eda vega, u: [0,1] — X par sem u(0) = z og u(1) = y. Tveir vegir eru i sama flokki ef milli peirra er
vegsamtogun, en pad er samtogun sem heldur endapunktunum alltaf fostum.

Skilgreining 14. Varpi F': C — D fra riki C til rikis D er regla sem:

— tthlutar hlut F'(A) € D fyrir séthvern hlut A € C,
— dthlutar métun F(f): F(A) — F(B) i D fyrir sérhverja métun f: A — BiC,

pannig ad samskeyting er vardveitt, F'(gf) = F(g)F(f).
Daemi 15. Hér eru nokkur demi um varpa.

1. Skilgreinum varpa F': Set — Vj, med pvi ad senda mengi B 4 vigurrimid F(B) = @ ; k med grunn B.
bar sem linuleg métun dkvardast af gildum sinum a grunnvigrunum, pa dkvardar vorpun f: B — C milli
mengja Gtvireda linulega métun F(f): F(B) — F(C).

2. Vid hofum varpa frd riki grannrima inn { riki punktadra grannrima sem bzatir sundurlegum grunnpunkti
vid sérhvert grannrim. Hann gefur af sér varpa fra samtogunarrikinu inn { punktada samtogunarrikid.

3. Smidin C(X, A) i §3 gefur varpa frd riki allra grannrima med hlutrim, sem vid tdknum med /2, inn {
riki punktadra grannrima. Hlutirnir { 242 eru tvenndir (X, A) par sem A er hlutrim { X og métanirnar
f: (X, A) — (Y, B) eru samfelldar varpanir f: X — Y pannig ad f(A4) C B.

4. Vid hofum varpa 3°°: h7 — hS fra punktada samtogunarrikinu inn { stéduga samtogunarrikid.

Skilgreining 16. Faldmynstur a riki C samanstendur af

— varpa
O0:CxC—2C

sem vid kollum foldun rikisins,
— hlut I, sem vid kollum einingu foldunarinnar,

pannig ad O er tengin adgerd med hlutleysu 7, upp ad samheldnum néttirlegum einsmétunum. Faldmynstrid
er samhverft ef foldunin O er vixlin, aftur upp ad samheldinni nattdrlegri einsmotun.

Vid tilgreinum ekki ndnar hér hvad vid eigum vid med ,,samheldnum® nattirlegum einsmétunum en
lesandinn getur flett pvi upp { [4]. Par sem O er adeins tengin upp ad einsmétun, pa parf ad tryggja ad hvernig
svo sem foldunin ADBOCOD er framkvemd, pa séu allar itkomurnar samheldnar i vissum skilningi.
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Dzmi 17. Pinfeldid ®,, gefur faldmynstur 4 riki k-vigurrima med hlutleysu k. Pad er samhverft, en auk pess
er pad lokad pvi varpinn — ®, V hefur haegri adokun homy (V, —), p.e.

Vi(U Qi V, W) = Vi, (U, homy (V, W)).

Einnig hofum vid lyst samhverfu faldmynstri 4 punktada grannrikinu 7 sem er gefid med sldfeldinu. Hlutleysan
er S°. Eins hefur punktada samtogunarrikid og stéduga samtogunarrikid faldmynstur sem eru gefin med slfeld-
inu og varpinn X°°: h7 — hS er faldvarpi eins og { nastu skilgreiningu.

Skilgreining 18. Varpi F': C — D milli faldrima er faldvarpi ef til eru nattdrlegar métanir
F(A)OpF(B) = F(AO¢B) og Ip = F(I¢)

sem virda tengiregluna 4 ,,samheldinn mata“. Vid segjum ad F' sé sterkur faldvarpi ef ofangreindar métanir eru
einsmatanir.

Dzemi 19. Hlutur A { faldriki er kalladur foldungur ef til eru métanir
p: ADA — A og n: I — A

pannig ad p sé tengin margfoldun 4 A med einingu . Vid sjdum ad faldvarpar F': C — D senda foldunga {
riki C 4 foldunga 1 riki D.

Vid getum nu skilgreint nykra og spor { hvada samhverfa faldriki sem er. Lesandinn tti ad bera nastu tver
skilgreiningar saman vid athugasemd 4, setningu 8 og skilgreiningu 3.

Skilgreining 20. Hlutur A { faldriki C er nykranlegur med nykur B ef til eru métanir e: BOA — [ og
n: I — AOB pannig ad samskeytingarnar

idOe

A~ 104 2% (ADB)OA = AD(BOA) “92%% Aoy~ A

og
ido ‘
B~ BOI —% BO(AOB) = (BOA)OB -4 o~ B
séu samsemdarmotanirnar. Hér eru einsmétanirnar tengi- og einingarmétanir faldmynstursins.

Skilgreining 21. Latum A vera nykranlegan hlut i samhverfu faldriki C med nykur B. Ef f: A — Aer
sjalfmétun A, pé er spor f skilgreint sem samskeytingin

- idof

x(f): T—-= AOB BOA BOA—>1.

Allar pear skilgreiningar sem vid hofum sett fram { pessari grein eru til pess ad geta sannad eftirfarandi
setningu.

Setning 22. Ldtum F: C — D vera sterkan faldvarpa.

1. Ef A er nykranlegur hlutur i C med nykur B, pd er F(A) nykranlegur hlutur { D med nykur F'(B).
2. Ef f: A — A er sjdlfmdtun nykranlegs hlutar i C, pd er

Sonnun. Petta er nesta augljost. Vid einfaldlega beitum F' 4 orvaritin { skilgreiningum 20 og 21 og notum svo
eiginleika varpa og nattirlegu einsmoétanirnar { skilgreiningu 18. U
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Lesandinn skyldi varast ad meta mikilvegi pessarar setningar af lengd sonnunarinnar. Oft hefur verid vitnad
i ord Peter Freyd fyrir fjérum dratugum par sem hann velti fyrir sér hvort tilgangur rikjafraedinnar veri sd ad
gera hid augljésa augljéslega augljost. Sumir hafa seinna viljad setja frasann ,,hid formlega formlega formlegt*
inn { stadinn, en sennilega gildir hér pbad sama og um allar greinar sterdfredinnar, pad skiptir hofudmali ad
skilgreina réttu hugtokin.

Setning 22 leyfir okkur ad lita 4 spor F'(f) 4 tvennan méta. Pad hefur 16ngum pétt fysilegt i steerdfredi
ad komast { slika stodu, pvi 6lik sjénarhorn gefa okkur gleggri mynd af vidfansefninu. Petta munum vid not-
feera okkur { §7 til pess ad sanna kyrrapunktssetningu Hopf-Lefschetz. En fyrst purfum vid ad finna heppilega
faldvarpa til ad bera saman (stoduga) samtogunarrikid og hentugt algebruriki.

6. Svipfraeoi

[ pessum hluta lysum vid vorpum sem kallast venjulegu svipfreedin. Nénar tiltekid eru petta fjolskyldur varpa fra
punktada samtogunarrikinu inn { algebruleg riki eins og riki vixlgripa. Hugmyndin sem ad baki byr er ad nota
svipfredin til ad endurspegla einhverja eiginleika grannrikisins { algebrulega rikinu. Med pvi ma oft setja flékin
verkefni { samtogunarrikinu fram sem algebruleg verkefni og vid berum pa von { brjésti ad hid sidarnefnda sé
vidrddanlegra en hid fyrra. Ein pessara svipfraeda gefa okkur sterkan faldvarpa fra (stoduga) samtogunarrikinu
inn { riki stigadra Q-vigurrima. I nzsta hluta munum vid svo nota pennan faldvarpa dsamt setningu 22 til pess
ad sanna kyrrapunktssetninguna sem vid stefnum ad.

bar sem hér er ekki tom til ad skyra hvernig venjulegu svipfradin eru buin til, pa ldtum vid okkur einfaldlega
negja ad setja fram an sonnunar eftirfarandi setningu sem audkennir pau og gefur alla eiginleika sem vid
purfum 4 ad halda.

Setning 23. Fyrir sérhvern vixlbaug k er til ndkvemlega ein fjolskylda varpa
Hk,: hT — My, n e
frd samtogunarriki punktadra riima inn i riki k-mdtla sem uppfyllir eftirfarandi skilyrdi:
Upphengieiginleiki Fyrir sérhvert punktad rim X er
Hk,1 (X ASY = Hk, (X).

Samlagningareiginleiki Fyrir sérhverja fjolskyldu (X;) punktadra rima er
Hkn(\/ X;) = @ Hk,(X;).
i i

Fleygunareiginleiki Ef A — X er punktud hjdtrefjun, pd er lestin
Hk,(A) — Hk,(X) — Hk,(X/A)

fleygud.
Frumsendan um vidd Vid hofum ad

k efn=0,

Hk,(S%) = {
0 annars.
Slik fiolskylda kallast venjulegu svipfredin med studla { k.

Tokum eftir ad upphengieiginleikinn og frumsendan um vidd 4samt setningu 6 gefur okkur ad

k efn=m,

Hk, (S™) = {

0 annars.
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Einnig hofum vid ad Hk,, (x) = 0 fyrir 61l n, pvi fleygunareiginleikinn gefur ad lestin

Hbp (%) ——> Hio (§0) 00

i (S°)
er fleygud og par sem hin er einnig klofin faest ad Hk,, (x) er kjarni samsemdarmdétunarinnar og pvi 0.

Adur en lengra er haldid skulum vid lita 4 demi um hversu gagnleg svipfradi geta verid med pvi ad sanna
kyrrapunktssetningu Browers. Byrjum 4 eftirfarandi hjdlparsetningu sem segir einfaldlega ad ekki er haegt ad
toga skinn trommu 1t 4 jadar hennar 4n pess ad rifa skinnid. Sonnunin er lysandi demi um hvernig svipfredi
geta gert erfida spurningu { grannrikinu ad einfaldri spurningu 1 algebruriki.

Hjalparsetning 24. Kiiluhvelid S™ er ekki inndragi D™

Sonnun. Latum i: S® C D™ vera fvarpid. Ef S™ er inndragi D" *!, p4 er til inndrattur : D*+! — S7
pannig ad i = idg~. Nu er Hk,, varpi svo samskeytingin

k= HE,(S™) B @ Hk, (D"*1) gladly Hk,(S") =k

1%

er Hk,(ids») = idj. En nd er D"*! samtogaméta riminu med einungis einn punkt svo Hk, (D" *!)
Hk,(x) = 0. Af pvi leidir ad samskeytingin hér ad ofan hlytur ad vera 0-métunin { métségn vid ad hiin s
samsemdarmoétunin.

O &

Setning 25. (Kyrrapunktssetning Browers) Sérhver samfelld vorpun f: D™ — D™ hefur kyrrapunkt.

Sonnun. Ef f hefur engan kyrrapunkt, pd eru « og f(z) 6likir punktar og skilgreina pvi geisla dt fra f(z) {
gegnum z sem sker S™ { punkti 7(x). Petta skilgreinir inndratt r: D"t — S™ { métsdgn vid hjdlparsetningu
24 O

Athugasemd 26. Lesandinn kannast ventanlega vel vid tilfellid n = 1 af kyrrapunktssetningu Browers. Pad er
betur pekkt sem milligildissetningin { sterdfredigreiningunni.

Sndum okkur nd aftur ad pvi ad benda 4 pa eiginleika svipfredanna sem vid purfum 4 ad halda.
Upphengieiginleikinn synir okkur ad pad nagir ad skilgreina svipfraedi 4 néttirlegu tolunum, pvi varparnir
af neikvaedu stigi dkvardast af stigi 0. Almennar gildir ad venjulegu svipfredin m4 dtvikka yfir varpann 3°° {
varpa 4 stoduga samtogunarrikinu

hT&Mk-

7
v
$00
7 Hkn,
-
hS.

P4 hofum vid ad upphengiskilyrdid gildir einnig fyrir S—' og 61l stig svipfredanna 4 stoduga samtogunarrikinu
dkvard@ast af varpanum af stigi 0.

Par sem Z-métullinn Q er flatur, pé faest ad (Q ®z HZ,,) er fjolskylda varpa sem uppfylla somu skilyrdi og
(HQ,,) og pvi sama fjolskyldan. Petta eru reedu svipfredin. Af pessu leidir ad ef vid hofum reiknad HZ, (f),
p.e. n-svipinn yfir heilu tolurnar af einhverri vorpun f: X — Y, pd hofum vid jafnframt reiknad reeda n-svip
hennar HQ,,(f).

Vid ritum Hk, (X, A) { stadinn fyrir Hk, (C(X, A)). Hjilparsetning 10 gefur okkur pd eftirfarandi set-
ningu.

Setning 27 (Brottskurdareiginleiki). EfU C A C X 0g A—U C X — U og A C X eru hjdtrefjanir, pd er

Hk (X —U,A—U) = Hk,(X,A)  fyrirélln.
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Vid purfum 4 eftirfarandi hjalparsetningu ad halda sidar.
Hjalparsetning 28. Ef X er grannriim og © € X hefur grennd sem er grannmdta R", pd er
Hkn(X, X —xz) 2 Hk,(S™).

Sonnun. Latum B C U = R" vera grennd vid x sem svarar til opins bolta um 0 { R™. Vid hofum pa eftirfarandi
métanir

Hkp(X, X — 1) —> Hkp(X,X — B) =< Hk,(U,U — B) — Hk,(U/(U — B))

par sem fyrstu tvaer eru gefnar med ivarpinu, en su pridja med deildavorpuninni. Per eru allar einsmétanir.
St fyrsta vegna pess ad C(X, X — z) ~ C(X, X — B) eru samtogaméta, onnur er gefin med brottskurdi,
og su sidast vegna pess ad U — B C U er hjétrefjun og pvi C(U,U — B) ~ U/(U — B). Ad lokum er
U/(U - B) =S d

Einnig ma syna fram 4 ad til eru fleygadar lestir
Hk,(Ay) — Hko(Xy) — Hk, (X, A) — Hk, (A ASY) = Hk,_1(Ay)

fyrir 6punktud grannrim A C X. Petta gefur af sér langar fleygadar lestir sem eru eitt mikilvagasta teki okkar
til pess ad reikna svipi.

Svipfredi gefa einnig faldvarpa, en til pess purfum vid ad lita 4 alla fjolskylduna sem einn varpa. Sa
varpi tekur gildi { riki stigadra k-mdtla. Hlutirnir eru fjolskyldur M = (M,,),cz af k-mé6tlum og métanirnar
f: M — N eru fjolskyldur af k-linulegum métunum f,: M,, — N,,.

binfeldi stigadra métla er gefid med

(M@N), = @ M;®N;.
i+j=n

Vid hofum einnig einsmétun sem vixlar pattum pinfeldis stigadra moétla, en pa parf ad beta inn formerkjum.
Vixlreglan er pa

T® y = (_1)|f|‘y‘y Rx

par sem |z

tdknar stig z. Almennar gildir pessi formerkjaregla alltaf pegar tveimur stigudum steerdum er vixlad.

Setning 29. Venjulegu svipfreedin (Hk,,) gefa faldvarpa Hk frd punktada samtogunarrikinu inn { riki stigadra
k-motla. Faldmynstrio d samtogunarrikinu er gefio med sldfeldinu en d riki stigadra k-motla med pinfeldinu.
Ef k er svid, pd er petta sterkur faldvarpi.

Hinar almennu skilgreiningar i §5 segja okkur hvernig vid eigum ad skilgreina spor sjalfmétana f: M —
M 1 riki stigadra k-métla. Vid alhafum nd nidurstodur ur §2 til ad gefa formilu fyrir sporid pegar vid vinnum
yfir svid.

Setning 30. LdtumV vera stigad k-vigurrim. Pd er V nykranlegt pd og pvi adeins ad sérhvert V,, sé endanlega
vitt og adeins endanlega morg frabrugdin niillriminu. EfV er nykranlegt og f er sjdlfmotun d 'V, pd er

X() = (=1)"x(fn).

nez
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Sonnun. Vid skilgreinum nykurrdm V' sem stigada vigurrdmid V* med (V*),, = hom(V_,,, k). Vid getum pa
skilgreint

v(f ®w)(v) = ()M fv)w

og faum likt og 1 setningu 1 ad petta er einsmétun pd og pvi adeins ad sérhvert vigurrim V,, sé endanlega vitt og
adeins endanlega morg frabrugdin nillriminu. Vid skilgreinum 7 og € eins og 1 §2 og likt og 1 athugasemdum
2 og 4 md sjd ad stigada vigurrdimid V" er nykranlegt pa og pvi adeins ad v sé einsmétun. Ef (v, ;); er grunnur
fyrir V,,, pad er

(1) = vni @V
n,t

pvi v varpar pessari summu 4 samsemdarvorpunina.
Nt getum vid hugsad um k sem stigad vigurrim sem liggur alfarid { stigi 0. Mynd 7 liggur pvi alfarid { stigi

null, eda i hlutriminu
Pvie (V) =PV, V)
nez nez

A pessu hlutrimi er 7 { stigi 7 gefin med
T ® f) = (=1)"feuv
pvi (71)”2 = (—1)" fyrir 61l n. Pad er nti audséd ad sporid x(f) er gefid med vixlsummu sporanna x(f,,). O

7. Kyrrapunktssetning Hopf-Lefschetz
[ pessum hluta setjum vid loksins fram og sénnum kyrrapunktssetningu Hopf-Lefschetz. En 4dur en vid vindum
okkur { sonnun setningarinnar purfum vid ad skilgreina kyrrapunktsvisi Lefschetz. Til einfoldunar ritum vid
fyrir svipfredin HZ med studla { heilu télunum.

Latum f: S™ — S™ vera sjalfmétun S™, sem parf ekki ad vardveita grunnpunktinn. Vid notum hjalparset-
ningu 28 til pess ad skilgreina métunina

deg(f): Hp(S™) = Hp(S™, 8" — ) —= Hp (5", 5™ — f(x)) = H,(S™)
sem kallast stig f. Par sem H,,(S™) = Z p4 dkvardast stigid Stvireett af tolunni deg(f)(1) sem vid kollum oft
einnig stig f. Ef f var@veitir grunnpunkt S™, pd er petta sama métunin og H, (f).
Ef V C R™eropid, f: V — S™ er samfelld og f~1(x) C V er pjappad, bd skilgreinum vid stadbundio
stig f 1 punktinum = med eftirfarandi Orvariti

H,(S") H,(S", 8" — f~'(x))

T:

Hy(V,V — f~ ()

deg, (f) i

>~ H,
Ho(S™) <=— H, (5", 87 — 2) <=L
par sem 6merktu métanirnar eru gefnar med ivorpum eda deildavorpunum. Lodrétta einsmétunin faest med
brottskurdareiginleika svipfreedanna. Tokum eftir ad ef f gefur greypingu 4 V' sem hlutrim { S™, pa eru allar
motanirnar { rvaritinu einsmétanir og pvi somuleidis deg,, (f). En péd er naudsynlega deg, (f) = %1 pvi pad
eru einu einsmétanirnar 4 H, (S™) = Z.

Setning 31. Ldtum f: S™ — S" vera sjdlfmdtun S™ og V; C S™ vera opin pannig ad F; = V; N f~*(z) séu
sundurleeg tvé og tvé. Latum f; vera einskordun f vio V;. bd er

deg(f) = deg,(fi).
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Vid eftirlatum lesandanum sonnunina en tokum eftir eftirfarandi afleidingum. Ef vid tokum bara eitt opid
mengi Vo = S™, pd er deg(f) = deg, (f) fyrir sérhvert z € S™. Einnig sjdum vid ad ef f~'(z) er strjalt
mengi, b4 getum vid valid opnu mengin V; pannig ad pau innihaldi einungis einn punkt dr f~!(z). Vid tilkum
summuna pd sem fjolda punkta f~1(z) bar sem beir eru taldir med margfeldninni deg,, (f;). Ef f; er greyping,
pa er margfeldnin £1.

Vid notum nu stig sjalfmotana 4 S™ til pess ad telja kyrrapunkta.

Skilgreining 32. Latum : V' C R” vera ivarp opins hlutrims og f: V' — R" vera vorpun. Gerum rad fyrir
ad hlutrim kyrrapunkta f
Ky ={zeV|flx)=a}=(f-)7(0),
sé pjappad i V. Pd er
Iy = degy(f — 1)
kyrrapunktsvisir Lefschetz.

I skilgreiningunni 4 I ¢ hugsum vid um f — 4 sem vorpun inn { S™, sem er eins-punkts pjoppun R". Pad ma
syna fram d ad ef g: V' — R er samtoga vorpuninni f { skilgreiningunni hér ad ofan, pannig ad samtogunin
hafi pjappad hlutriim kyrrapunkta, pd er Iy = I,. Vid getum bvi einnig skilgreint kyrrapunktsvisa fyrir margar
sjalfmétanir f: X — X pjappadra hlutmengja X { R™. Ef j: X C R” er hjatrefjun med inndratt r: U —
X, pd setjum vid If := I, par sem g = j fr.

Vid getum nt loksins sannad eftirfarandi setningu.

Setning 33. (Kyrrapunktssetning Hopf-Lefschetz) Ldatum X C R™ vera hjdtrefjun par sem X er pjappad og
f: X — X vera sjdlfmétun X. Pd er

Iy = HQ(x(f+)) = x(HQ(f+)) = Y _(=1)"Xx(HQu(f+)).

neL
Sonnun. Annad jafnadarmerkid leidir af setningu 22 og pad pridja af setningu 30. Eftir er ad syna fram 4 pad
fyrsta. Spor f er gefid med samskeytingunni

- id. €
§7 —"> X, AC(R™,R" — X) — "> C(R",R" — X) A X, 2L 0®Rr, R — X) A X —> g7,

Latum U vera grenndarinndraga vid X med inndratt : U — X oglatum j: X C R" ogi: U C R"™ vera
ivorpin. Vid setjum g := jfr. Ef vid setjum inn skilgreininguna 4 vérpununum 7 og € inn { samskeytinguna
hér ad ofan faum vid orvaritid

sn<=— C(R",R" — B) — C(R",R" — X) = C(U,U - X)

lCA
C(g—1
NG WLEW x RYU x (R — X))

lC(frxl)

§n <" C(R"R" ~ B) — C(R".R" ~ 0) <z (X x R", X x (R" ~ X).

Pad er augljés vorpun fra pessu orvariti inn { orvaritid

sn<=——C(S",8" - B) —= C(R",R" — F) <— C(U,U — F)

C(g—1
dego(g—1) =0

Sn<=— (8", 8" — B) —= C(5™, 8™ —0)
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par sem F = (g — i)~ 1(0) sem synir ad H,,(x(f)) = I, = I;. a

Ahugavert sértilfelli pessarar setningar er pegar f er samsemdarvérpunin. P4 er kyrrapunktsvisirinn kalladur
kennitala Eulers og vid hofum ad

(X)) = 37 (~1)" dimg HQ, (X-).
nez

Svo framarlega sem X sé nykranlegt grannriim, pa er summan endanleg og betta pvi vel skilgreind tala.
Peir sem pekkja hvernig skilgreina mé venjulegu svipfredin 4 pynnurimum geta audveldlega séd ad

(X)) = 3(-1)" dimg HOQ, (X4) = 3 (-1)"e,

ne” neN

par sem c,, er fjoldi pynna af vidd n { pynnurtiminu. Petta gildir 6hdd framsetningu pynnurimsins. Pannig ma
til deemis reikna ad:

- x(S8') =1 —1 = 0 vegna pess ad hringinn m4 setja fram sem pynnurdm med pvi ad lima jadar 1-pynnu
vid 0-pynnu.

- x(S?) =1 -0+ 1 = 2 vegna pess ad kiiluhvelid m4 setja fram sem pynnurim med pvi ad lima jadar
2-pynnu vid 0-pynnu.

- x(St x SY) =1 -2+ 1 = 0 vegna pess ad S* x St er yfirbord kleinuhrings sem m4 setja fram sem
pynnurim med einni O-pynnu, tveimur 1-pynnum og einni 2-pynnu.

Lesandinn tti ad préfa ad reikna kennitolu Eulers fyrir mismunandi framsetningar 4 pessum rdimum sem
pynnurim. Hann getur einnig spreytt sig 4 pvi ad finna tvivida lokada vidattu med kennitolu n fyrir sérhvert
nezZ,n<2.

8. I 4tt ad naudsynlegu skilyrdi

[ pessum hluta munum vid gefa nokkrar visbendingar um hvernig styrkja megi kyrrapunktssetninguna pannig
ad hdn gefi ekki einungis negjanlegt skilyrdi fyrir tilvist kyrrapunkta, heldur einnig naudsynlegt. Vid skulum
halda okkur vid tilfellid pegar M er lokud pjal vidatta og f: M — M er sjalfmétun &4 M.

Kyrrapunktsrimi f ma lysa med orvaritinu

; f
Ky ——=M —=M ey
1

Hér er K¢ hlutrim allra punkta { M/ sem hafa sama gildi m.t.t. f og id. Ef sjdlfmétuninni f er breytt innan
samtogunarflokks sins, b4 m4 edlilega buast vid ad kyrrapunktarnir ferist til, en einnig m4d vel imynda sér ad
peir adgreinist eda renni saman.

Dzmi 34. Latum M = S' C C og f vera samsemdarvorpunina. P4 eru allir punktar kyrrapunktar. Ef vid
hinsvegar ,,sntum* f 6rlitid, tokum til deemis vorpunina z +— wuz par sem u € S' — {1}, pa hverfa allir
kyrrapunktarnir. Enda saum vid f lok §7 ad x(S*) = 0.

Ef vid hinsvegar latum f vera samokun tvinntalnanna z — Z, pa eru ndkvamlega tveir kyrrapunktar, +1.
Hinsvegar ma toga f til { kringum 1 pannig ad vorpunin hlykkist fram og til baka i grennd um 1 og pad er
audvelt ad sannafera sig um ad pa hljéti kyrrapunktunum ad fjolga. En margfeldni pessara nyju kyrrapunkta
hlytur samanlagt ad vera st sama og margfeldni upprunalega kyrrapunktsins 1. I fljétu bragdi litur pvi tt fyrir
ad kyrrapunktar sjdlfmétunar f: S* — S! sem er samtoga samokun tvinntalnanna skiptist { tvo flokka.
Annarsvegar pa sem renna saman vi0 1 og hinsvegar p4 sem renna saman vid —1.
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Vid skilgreinum jafngildisvensl 4 Ky med pvi a0 setja x ~ y ef til er vegur u: x — y frd x til y pannig
ad fu: x — y sé vegsamtoga u. Pad pydir ad til sé samtogun fra fu til u sem heldur endapunktum veganna
fostum. Jafngildisflokkarnir gefa deildaskiptingu 4 K¢ og vid kollum deildirnar kyrrapunktsflokka f. Fyrir
sérhvern kyrrapunktsflokk K; latum vid I;(f) := Iy|k, vera kyrrapunktsvisi Lefschetz fyrir f|K;. Ad lokum
latum vid N (f), kyrrapunktsvisi Nielsen, vera fj6lda peirra kyrrapunktsvisa I; sem eru ekki 0.

Setning 35. Ldtum M vera pjappada pjdla viddtta af vidd ad minnsta kosti 3. Ef f: M — M er sjdlfmdtun,
bd er f samtoga sjdlfmdtun med enga kyrrapunkta pd og pvi adeins ad N(f) = 0.

Athugasemd 36. Reyndar @ttum vid frekar ad skoda kyrrapunktsvisi Reidemeister en hann er edlilegri alh®fing
4 kyrrapunktsvisi Lefschetz og inniheldur meiri upplysingar en kyrrapunktsvisir Nielsen. Pad er hinsvegar 6gn
fléknara ad skilgreina hann svo vid ldtum pad vera.

Vid reynum nd ad lysa pvi hvernig bera megi sig ad vid ad sanna pessa setningu med pvi ad nota somu
hugmyndafradi og 1 fyrri hlutum pessarar greinar. Med 6drum ordum, pd erum vid 4 hottunum eftir faldvarpa
frd einhverju grannriki inn { eitthvert algebruriki pannig ad sporin endurspegli skiptingu K { kyrrapunktsflokka
og par med kyrrapunktsvisi Nielsen.

Skipting Ky 1 kyrrapunktsflokka sést ekki 1 (1) og vid skulum bzta tir pvi.

Smid 37. Litum PM vera rim allra vega u: [0,1] — M { M. Sidan skulum vid lita
[IM = PM/ ~

vera deildarimid par sem vid samsomum tvo vegi ef peir eru vegsamtoga. Vid aukum okkur leti og kollum stok
IIM afram vegi, 1 stad vegsamtogunarflokk vega. Vid hofum nud samfelldar varpanir

M ::>M

sem eru gefnar med s(u) = u(0) og t(u) = w(1). Hér gefur s upphafspunkt vegarins, en ¢ gefur endapunkt
hans. Ef upphafs- og endapunktur tveggja vega v og w er s sami, p.e.a.s. s(v) = t(u), pd getum vid skeytt
peim saman { veginn vu: u(0) — v(1) sem er gefinn med pvi ad fara fyrst eftir u (4 tvofoldum hrada) og svo
eftir v (einnig 4 tvofoldum hrada). Pessi samskeyting er gefin med samfelldri vorpun

1M ®x‘, TIM — TIM

par sem forhlutur vorpunarinnar er trefjumargfeldid af 6llum tvenndum (v, u) af samskeytanlegum vegum. A3
lokum er augljés vorpun id: M — IIM sem sendir « & flokk fastavegarins { punktinum x. Med pessum
vorpunum hofum vid gert (ILM, M) ad rikishlut i riki grannrima. Med pvi ad snda vegum vid (fara fra enda-
punkti til upphafspunkts) faum vid andhverfur fyrir samskeytinguna svo allar métanir pessa rikishlutar eru
andhverfanlegar. Vid hofum pvi skilgreint grypi { riki grannrima sem er audgud ttgéafa af undirstodugrypinu {
demi 13(5).

Vid getum nu alh&ft audkenninguna 4 Ky { (1) med Orvaritinu

. If
Kny ——=1M —= 1M (2)

by

id

Hér gefur (I1f, f) varpa, bar sem (I1f)(u) = fu, og Ky er rim allra (vegsamtogunarflokka) vega u:  — y
milli kyrrapunkta pannig ad fu: x — y sé vegsamtoga u. Audséd er ad (Kys, Ky) er rikishlutur { riki
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grannrdma. Tveir kyrrapunktar eru tengdir med métun { Ky bd og pvi adeins ad peir séu 1 sama kyrrapunkts-
flokknum.

N er hugmyndin su ad { stad M pa attum vid ad skoda undirstodugrypi M og { stad f pa ettum vid ad
skoda varpann (IIf, f). En vid purfum ad finna edlilegt vinnuumhverfi til ad rannsaka pessa hluti. Vid purfum
ad finna rétta rikid! Slemu fréttirnar eru par ad heppilegt riki er ekki til. G6du fréttirnar eru hinsvegar ad til
er heppilegt tviriki. En hvad er tviriki? Rétt eins og riki pa hefa tviriki hluti og métanir, en pad hefur einnig
métanir & milli métana sem kallast 2-mdtanir. Vid skulum lata formlega skilgreiningu eiga sig, en pess { stad
skulum vid lita 4 nokkur demi sem @ttu ad gefa nokkud géda tilfinningu fyrir tvirikjum.

Daemi 38. Nokkur demi um tviriki.

1. Latum X vera grannrdm. P4 getum vid skilgreint tviriki med pvi ad lata hlutina vera punkta X, 1-métanirnar
vera vegi u: * — y og 2-mdtanirnar vera samtogunarflokka vegsamtogana o v = v milli vega.

2. Tviriki tvimétla hefur (ekki endilega vixIna) bauga fyrir hluti og 1-mdétanirnar M : R — S eru (R, S)-
tvimétlar, en pad eru métlar M par sem R verkar frd vinstri og S frd hegri 4 samkveman hatt. Ad lokum
eru 2-métanirnar milli 1-métana R — S linulegar métanir (R, S)-tvimétla.

3. Tviriki n-jadra hefur lokadar n-vidéttur fyrir hluti og 1-métanirnar B: M — N eru pjappadar (n + 1)-
vidattur B pannig ad jadar B sé M II N. Ad lokum eru 2-métanirnar milli 1-métana M — N varpanir
milli (n + 1)-vidatta sem halda jadrinum fostum.

4. Tviriki stikadra grannrima hefur grannrim fyrir hluti, 1-métanir X : A — B eru stikud grannrim X yfir
A x B, p.e. varpanir X — A x B, og 2-métanir milli 1-métana A — B eru stikadar varpanir milli
stikadra grannrima yfir A x B, pb.e. samfelldar varpanir yfir A x B.

5. Tviriki verkana hefur gripur fyrir hluti, 1-métanir X: G — H eru mengi med vinstri G-verkun og
samkvama hagri H-verkun, en 2-métanirnar milli 1-métana G — H eru jafnvirkar varpanir, p.e. varpanir
sem vardveita gripuverkanirnar.

Pannig metti lengi telja. Reyndar er enn meira mynstur 4 flestum pessum demum, nefnilega edlilegar métanir
milli hlutanna sem ekki var getid hér ad ofan, eins og baugamétunum milli bauga { 60ru deminu. Flest pessara
tvirikja eru nefnilega hluti af tvofoldum rikjum, sem eru rikishlutir { riki rikja. En vid skulum ekki hatta okkur
ut { pa sdlma.

Vid saum { deemi 13(4) ad foldungur er pad sama og riki med adeins einn hlut. A svipadan hatt er faldriki
einfaldlega tviriki med adeins einn hlut, par sem faldmynstrid er samskeyting 1-métananna. Tvirikin eru pvi
néttirlegar alh@fingar 4 faldrikjunum. Skilgreiningu okkar 4 nykrum hluta { faldrikjum er hegt ad alh®fa og
skilgreina nykra 1-métana { tvirikjum. Petta var gert { [5, kafla 16].

Fyrsta skrefid { pa att ad finna heppilegt tviriki til pess ad rannsaka varpana { (2) er ad lita 4 stikada riimio
(IIM,t). Vid hugsum um M sem stika fyrir trefjur ¢. Vid getum pa dregid petta stikada rdm aftur eftir f og
fdum stikada rimid

F*(TM, #) = {(u2) € TIM x M | u(1) = f(x)}

med ofanvarp sem sendir (u,x) 4 2. Vorpunin IIf gefur nd af sér stikada vorpun

sem sendir u & (f(u),u(1)). Pessa stikudu vorpun md lita 4 sem 2-mdtun { tviriki stikadra rdma.

Samtogunarfradi stikadra rima var adal vidfangsefni [S] og bar var tviriki stikadra rima kynnt til ségun-
nar. Reyndar borgar sig ad vinna med stikud rim med snid, en snid fyrir stikad rim (FE, p) yfir B er vorpun
s: B — FE bannig ad ps = idp. Snidid gefur hverri trefju grunnpunkt og pvi ma hugsa um stikud rim med
snid sem stikud punktud grannrdm.
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Daemi 39. Hér eru tvo deemi um stikud grannrdm.

1. Med ofanvarpinu 4 seinni pattinn er S9, := S° x M stikad rim yfir M. Snidid er gefid med s(m) = (x,m).

2. Minnumst frd upphafi §4 ad ef M er pjal vidatta, pa hefur hin pverlabundin v med tilliti til einhverrar
greypingar 1 evklidskt rim. Petta pverlabundin er stikad rim yfir M og trefjur v eru vigurrdm. Vid pjoppum
sérhverja trefju med pvi ad bzta vid punkti { dendanlegu og faum stikad rdim S* par sem trefjurnar eru
kiluhvel. Pjoppunarpunktarnir gefa S* snid.

Eftirfarandi alhzfingu 4 setningu 8 er [5, setning 18.6.1].

Setning 40. [ (samtogunar-) tviriki stikadra riima med snid er S8, M — * nykranleg 1-métun med heegri
n-nykur SV : * — M.

Af pessari setningu og adferdum sem voru préadar 1 [5] md svo leida ad (IIM,¢) er nykranlegur hlutur
i videigandi tviriki. En vid skulum ekki hatta okkur lengra { smaatridunum hér. Adur en vid ljikum pessari
umfjollun er p6 rétt ad benda 4 ad ekki er med 6llu 1jést hvernig skilgreina 4 spor { tvirikjum. Vixlmétunin 7
sem vid notudum { skilgreiningunni fyrir faldriki er nefnilega til vandraeda. Til pess ad skyra petta, skulum vid
taka eftir ad ef vid hofum samskeytingu
NoOM:A— B

tveggja 1-métana M: A — B og N: B — C, pd hefur pad enga merkingu ad @tla ad vixla M og N og
rita M ©® N nema A = C. Par sem faldriki er tviriki med einn hlut, pa er petta aldrei til trafala par, en petta
setur strik { reikninginn pegar kemur ad pvi ad alhafa skilgreiningu spora fra faldrikjum til tvirikja. Lausnin 4
pessum vanda var fundin { [3] par sem einnig mé finna sénnun 4 setningu 35.
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