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Agrip — Mengi med adgerdum og reglur par ad latandi eru snar pattigebru. Ein af grunnreglunum
er tengiregla. Hér er fjallad um adgerdir i priggja staka giey synt fram & ad tengiregla gildir fyrir na-
kveemlega 113 af peim teeplega tuttugu pusund adgerdoum senu tilmenginu. Kemur og fram hverjar
pessar tengnu adgerair eru.

1. Inngangur Stakid sem adgerdin Uthlutar tiltekinni radtvennd

Fjéldi mismunandi adgerda i mengi medstokum (a,) e jafnan taknadb. §tundum er visag til as-
(n?) ¢ or fildi vixi Saerse gerdar i mengi sem margféldunar.

ern'™’, par af er fjoldi vixlinna a ggirj;%f . HlutmengiH Gr mengiS med adgerd er satk-

Fjoldi adgerda sem hafa hlutleysu &~ 09 aomead tilliti til adgerdarinnar efib er | H fyrir 61l a

fioldi adgerda sem hafa nullstak er sa sami. Fy”ng ar H.

alls (n — 1) - n™ ™ adgerdir er ekki fil sjalfvalda  ~ Aagers i mengiS er sogavixlin ef zy = ya fyrir

stak og pa ma megd fradreetti finna fjdlda adgerda se@irhverts og y ur S. Einnig er pa sagt adixlregla

hafa sjalfvalda stak. bessar staerdir er allar audvelt agy; fyrir adgerdina.

reikna Gt, en slikt hid sama a ekki vid ef svara ska Adgerd i mengiS er ségdtengin ef (zy)z =

Spurningunnt: x(yz) fyrir sérhvertz, y og z r S. Einnig er pa sagt
adtengireglagildi fyrir adgerdina.
“Hve margar adgerdir i mengi medstokum eru Stakz Gr mengiS med adgerd er sagfalfvalda
tengnar?” ef vz = .

Stake Ur mengiS med adgerd er saptutleysaef
Megintilgangur pessarar greinar er ad svara pessaii: = x ogxze = x fyrir sérhvertz Gr S.
spurningu fyrir mengi med premur stokum, med 60r-  Stakz Gr mengiS med adgerd er sagtilistakef
um ordum kanna hve margar hinna 19.683 mismun:z = z ogxz = z fyrir sérhvertz Gr S.
andi adgerda i priggja staka mengi eru tengnar. Ad yf-  Einsméturmilli S og S’, tveggja mengja med ad-
irl6gdu radi kjosum vid ad stydjast vid hugtok og ad-gerdum, er gagntaek vorpynfra S til S’ pannig ad
ferdir ar algebru fremur en ad forrrita tolvu til verks- um 6l z ogy i S gildi ¢(xy) = @(x)e(y).
ins. Ef til er einsmotun milliS og S, pa eruS og S’
Vid bendum dhugasdémum lesendum 4 eftirfaranditgdeinsmétataknads ~ S’.

heimildir par sem unnt er ad afla sér frekari vitneskju ~ Andeinsmoétumilli S og S’, tveggja mengja med
um mengi og adgerdir i peim: [1, 2]. adgeroum, er gagntaek vorpuyrird S til S’ pannig ad

um 6llz ogy i S gildi p(zy) = w(y)p(z).

.. Ef til er andeinsmétun milliS og S’, pa eruS og

2. Helstu hugtok S’ ségdandeinsmotataknads ~ a S”.
Adgerdi mengiS er regla sem Gthlutar sérhverrirad-  Halfgripaer mengiS med tenginni adgerd.
tvennd(a, b), par senu og b eru stok UrS, ndkveem- Ef a er stak i halfgrapu og er nattlrleg tala pa
lega einu staki U6. ma skilgreinaz™ semn-patta margfeldidaa . .. a .
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3. Gagnlegar setningar

Eftirfarandi setningar um mengi og .S’ med adgero-
um eru pekktar og audsannadar.

Setning 1.Ef til er hlutleysa iS pa er hin adeins ein.
Setning 2.Ef til er nulistak iS pa er pad adeins eitt.
Setning 3.Ef til er einsmdtun milliS og S’ og tengi-
regla gildir fyrir adgerdina &, pa gildir han lika fyrir
adgerdina 5”.

Setning 4.Ef til er andeinsmétun milliS og S’ og
tengiregla gildir fyrir adgerdina$, pa gildir han lika
fyrir adgerdina is’.
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8, 10 og reynast vera baedi vixInar og tengnar.

Fjérar adgerdir hafa nullstak. beer eru i téflum 1, 2, 8,
16 og reynast vera baedi vixInar og tengnar.

Tveer adgerdir hafa baedi hlutleysu og nullstak. peer
eru i t6flum 2 og 8 og reynast vera baedi vixlnar og
tengnar.

i peim tilgangi ad finna fjélda tenginna adgerda er
ekki naudsynlegt ad kanna allar téflurnar sextan, held-
ur meetti leita ad einsmétunum og andeinsmétunum
(sja kafla 3). Eina gagntaeka vorpunin sem til greina
kemur er st sem vixlar@og b svo petta reynist aud-

Setning 5.Latum S vera endanlegt mengi og adgerdvelt og leidir i l[j6s (numerin visa i adgerdartoflurn-

i S skilgreinda med adgerdartofii Latum A™ skil-
greina adgerd i mengint/ = S. ba er tilandeinsmot-

ar): 1~16, 2~8, 3~a5, 3~12, 3¥al4, 4~ab, 5~al2,
514, 7=10, %15, 1l~al3 og 12<al4. bad myndi

un milli S og S’. (AT stendur fyrir adgerdartofluna pvi neegja ad kanna hvort adgerdirnar i toflum 1, 2,

sem fram kemur pegar tofld er bylt.)

4. Synideemi
Litum & mengi med tveimur stokunf = {a,b}.

3,4,7,9 0g 11 séu tengnar, sem er fljétlegra en ad
kanna allar 16 adgerdirnar. Vitanlega yrdi nidurstadan
sU sama og adur, pad er ad segja tengnu adgerdirnar
af pessum sj6 adgeroum eru i toéflum 1, 2, 4 og 7 en

Fjéldi mismunandi adgerda i pessu mengi er 1&engnu adgerdirnar i allt atta talsins. paer er ad finna i

Adgerdartoflur peirra eru hér ad nedan.

1|a b 2|a b 3|a b |a b
ala a alaa alaa alaa
bla a blab blba b|bD
5|a b 6|a b 7|a b 8|a b
ala b ala ala b alabd
bla a blab blba b|bD
9la b 10|a b 11|a b 12|a b
alb a alb a a a alb a
bla a bla b blb a bbb
13la b 14ja b 15|a b 16|a b
alb b albb alb b alb b
bla a bla b b|b a bbb

Med beinni athugun & t6flunum ma alykta:

téflum 1 og 16,2 0g 8, 4 0g 6, 7 og 10.

5. Adgerdir i mengi med premur stokum

Fjoldi adgerda i mengi med premur stokum er 19.683
samkveemt formulu i inngangi pessarar greinar. Af
pessum adgerdum eru 729 vixlnar, 243 adgerdir hafa
hlutleysu og sémuleidis eru 243 adgerdir par sem til
er nullstak. Fjoldi adgerda sem hafa sjalfvalda stak er
13.851. Hlidsteedar télur ma audveldlega reikna fyr-
ir adgerdir i hvada gefnu endanlegu mengi sem er. A
hinn boginn er ekki svo einfalt ad finna fjdlda teng-
inna adgerda i gefnu endanlegu mengi og vandinn vex
med fjdlda staka i menginu. Vid munum nu leita svars
vid spurningunni: Hve margar tengnar adgerair eru i
mengi med premur stokum?

Ad sanna tengireglu fyrir gefna adgerd i priggja
staka mengb felur i sér ad sannreyna 27 mismunandi
skilyréi af gerdinni(zy)z = x(yz), par seme, y 0g 2
eru arS. Eitt métdeemi naegir til ad syna ad vidkom-
andi adgero sé ekki tengin, en ljést er ad motdaemin

Atta adgerdir eru vixlnar. baer eru i téflum 1, 2, 7, 8sem afsanna tengireglu geta verid fleiri en eitt. Pegar

9, 10, 15, 16.

visad er til &kvedins skilyrdis tengireglu, med stokum

Atta adgerdir eru tengnar. beer eru i téflum 1, 2, 4, 6;, y 0g z, p4 munum vid einfaldlega skrifay > til ad

7,8, 10, 16.

takna pad skilyroi, vid latum med 68rum ordumz

Sex adgerdir eru baedi vixinar og tengnar. beer erwisa til skilydisins(zy)z = z(yz). Audséd er, ad sé

toflum 1, 2, 7, 8, 10, 16.

eitt af stokunume, y og z hlutleysa eda nullstak, pa

Fjorar adgerdir hafa hlutleysu. paer eru i toflum 2, 7stenst skilyrdidzy)z = z(yz).
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Umfjéllun um tengnar adgerdir i priggja stakaBadar tdflurnar hafa a hornalinunni, enda gefac
mengiS = {a, b, ¢} skiptum vid nd i tilvik. Fyrst eru edabcb métdaemi vid tengiregluna ef er pad ekki.
teknar fyrir adgerdir sem hafa hlutleysu eda nullstaki, toflunni vinstra megin er: nillstak en i hinni eb
enda eru pa likurnar & ad tengiregla gildi mun meiri emilistak. petta er 6hjakveemilegt pvi annars ma finna
ella. Sidan fj6llum vid um adgerdir sem hafa hvorkimétdaemi vid tengireglu medal skilyréanbec, ccb,

hlutleysu né nallstak. cbb og bbe.
i) a kemur nakvaemlega tvisvar sinnum fyrir.
5.1. Adgerdir sem hafa hlutleysu eda nullstak Tilheyrandi toflur eru 24 talsins og einungis ein peirra

. er tengin. bad er taflan:
5.1.1. Adgerdir sem hafa hlutleysu

abc
Gerum rad fyrir ada sé hlutleysa. | adgerdartoflu ala b c
eru fimm seeti af niu nd radin og heildarfjoldi mégu- blb ¢ a
leika & atfyllingu hinna seetanna fjégurra er 81. Um cle a b

16 af peim t6flum gildir ad hlutmengifb, c} erlokad . . R - . . )
med tilliti til adgerdarinnar. Samkvaeﬁt fi/rri athugunI Gllum 6drum tilvikum er motdaemi ag finna medal
a tengireglu i tveggja staka mengi (kafli 4) ma finn&?)c’ ccb, cbb 9 bec. . . .
moétdeemi vid tengireglu i 8 af pessum 16 tilvikum og'_;_'.)lha kemu_r r_l_akvaemlega prlsvar sinnum f_yr|r.

ef finna ma moétdaemi vid tengireglu x2 hluttéfl- . ! eyrandltpf!urefru 8 talsins og engin peirra er teng-
unni er pad um leid motdeemi vid tengireglu k3 M- Motdaemi fast ibbe og ccb..

toflunni. | hinum 8 tilvikunum gildir tengiregla 22 ), @ kemur fiorum sinnum fyrir , .
hiuttoflunni og par sena er hiutleysa er liést ad pa Hér er adeins um eina toflu ad raeda og hun er ekki

- . A . : - tengin, motdeemi elibe.
[dir t I [Iri 3 3 tofl . bett toflurn- e P . .
glr_ Irtengiregia t &t ofiunn. betia eru tofium Vid héfum pa séd ad nakveemlega 11 peirra ad-

gerda iS par semu er hlutleysa eru tengnar og pess-
ar adgerdartoflur koma fram hér a undan. Tilsvarandi
toflur par send er hlutleysa eru sémuleidis 11 talsins
og enn adrar 11 toflur hatasem hlutleysu. Vid get-
um pvi alyktad (sja kafla 3) ad heildarfjoldi tenginna
adgerda 5 sem hafa hlutleysw( b edac) sé 33.

[P IS IS
o O o
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5.1.2. Adgerdir sem hafa nullstak

[P IS IS
QO ool
SO OO
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SO oo
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QO o0 oo
[N Ne

c Vid gerum likt og hér & undan. Gerum raad fyrir ad
sé nullstak. Ljost er ad til er 81 slik adgerd. par af
Vid litum na & adgerdir par semx2 hluttafl- eru 16 adgerdir par sem hlutmendi, ¢} er lokad.
an er ekki lokud, med 68rum ordum mendid, ¢}  Samkveaemt athugun okkar & tengireglu i tveggja staka
er ekki lokad. Hér koma fjérir moguleikar til greina. mengi (kafli 4) ma finna métdaemi vid tengireglu i
Stakida getur komid fyrir ndkveemlega einu sinni, na-8 af pessum 16 tilvikum og pad er pa um leid mét-

kveemlega tvisvar sinnum, nadkvaemlega prisvar sinrdaemi vid tengireglu i 83 tilvikinu. I hinum 8 tilvik-

um eda fjérum sinnum i hluttdflunni. Vid skodum unum gildir tengiregla i 22 hluttéflunni og par sem
hvern moguleika fyrir sig. a er nullstak pa er ljost ad tengiregla gildir i allrk3

i) a kemur nakveemlega einu sinni fyrir. toflunni. Pessar 8 tengnu téflur eru eins og toflurnar i
Tilheyrandi adgerdartoflur eru 32 talsins og i 1j6s5.1.1. nema nu et nullstak en ekki hlutleysa.

kemur ad einungis tveer peirra eru tengnar. betta eru Vid litum nzest & adgerdir par senx2 hluttafl-
eftirfarandi toflur: an er ekki lokud. Hér koma 4 mdguleikar til greina.
Stakida getur komid fyrir nakveemlega einu sinni, na-

|a b c |a b c
ala b ¢ ala b ¢ kveemlega tvisvar sinnum, nakveemlega prisvar sinn-
blb ac blbbb um eda fjérum sinnum i hluttéflunni. Vido skodum
cle ¢ ¢ cle ba hvern moguleika fyrir sig.
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i) a kemur nakvaemlega einu sinni fyrir. 5.1.3. Adgerdir sem hafa hlutleysu og nullstak

Tilheyrandi adgerdartodflur eru 32 talsins og i ljés

kemur ad einungis tveer peirra eru tengnar. betta e%erum ra§ fyrir a{h s¢ thtIeys:fl 0g absé nullstak.
eftirfarandi toflur: Eina tengiregluskilyrdid sem pa parf ad kanna@r

0g pad stenst hvort seme = a, cc = b edacc = c.
la b ¢ la b ¢ petta eru toflurnar:
ala a a ala a a

bla a b blabc |abc |abc |abc
cla b e claca alabec alabc alabc
blbbb blbbb bbb
i 6llum 68rum tilfellum er métdeemi ad finna medal cleba clebb clcbe
bbb, bbc, beb, bee, cbb, cbe, ccb 0g ccc.
i) « kemur nakveemlega tvisvar sinnum fyrir. NG er heaegt ad velja hlutleysu og nullstak medal
Tilheyrandi toflur eru 24 talsins og 5 peirra eru tengnb 09 ¢ & 6 dlika vegu og pvi er ljost ad alls eru 18
ar. betta eru eftirfarandi toflur: tengnar adgerdir iS sem hafa baedi hlutleysu og
nullstak.

|ab |abc |ab

c
ala a a alaaa alaa
bla ba blaaa blab
claa c clabc claa

Vio drégum ni saman fengnar nidurstodur i kafla
5.1. Fjoldi tenginna adgerdadisem hafa hlutleysu er
33. Fjoldi tenginna adgerdad sem hafa nullstak er
60. Fjoldi tenginna adgerdad sem hafa beedi hlut-

L O 20

la b c la b c leysu og nullstak er 18. Fjoldi tenginna adgerds: i
ajaaa aaaa sem hafa hlutleysu, nullstak eda hvort tveggja er pvi
blaab blaba 33460 — 18 = 75.
cla a c cla c a

i 6llum 68rum tilfellum er métdeemi ad finna medalg o Adgerdir sem hafa hvorki hlutleysu né

soému skilyrda og i i). nallstak

iii) a kemur nakvaemlega prisvar sinnum fyrir.

Tilsvarandi toflur eru 8 talsins og fjérar peirra eruVid héfum na skodad allar hugsanlegar adgerdir sem
tengnar. betta eru eftirfarandi toflur: hafa hlutleysu eda nullstak en i framhaldinu gerum
vid rad fyrir ad hvorki sé til hlutleysa né nullstaksi
Eftirfarandi setning kemur ad miklum notum.
Setning.Ef adgerd iS = {a, b, ¢} er tengin pa er til
sjalfvalda stak i S.

Sonnun: Veljum stakida og litum a stokina, a2, a®
oga* i S. Pau geta i mesta lagi verid prja 6lik stok svo
einhver tvo peirra eru jofn. Eitthvert af sex eftirfarandi
tilfellum hlytur pvi ad gilda:

|abc |abc |abc |ab
ala a a alaaa alaaa alaa
bla ba blaca blaaa blaa
claaa claaa claab claa

o 2 (0

Métdeemi fyrir hinar fjérar eru gefin méace, bee, cbb
0g ccb.
iv) a kemur fjérum sinnum fyrir.

Hér er um eina toflu ad reeda sem er auglj(’)slegatenq) a2 — a og pa em sjalfvalda stak.
n. i) a® = a og pa era? sjalfvalda stak pvia?)? =
abc 4 3 9
ala a a a”-=aa=aa=a".
i) a* = a og péa era® sjalfvalda stak pvia®)? =
@ada a® = a*a® = aa? = 3.
@aa iv) a® = a? og pa era? sjélfvalda stak pvi{a?)? =
Vid hofum ni séd ad nakveemlega 20 peirra adgerda a* = a’a = a’a = a>.
i S par sema er nallstak eru tengnar og vid getum v) a* = a2 og pa er? sjalfvalda stak.
alyktad (sja kafla 3) ad heildarfjoldi tenginna adgerdai) a* = a® og pa era® sjalfvalda stak pv{a®)? =
sem hafa nullstak$ (a, b edac) sé 60. a =a*a® = a?a® = a'a = a?a = a* = .
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pessi setning um tilvist sjalfvalda staks i priggja staka Latum naj tdkna pa einsmétun fré til S, sem
halfgrapu er einfalt sértilfelli setningar sem Frobeniusixlar &b og c. St einsmétun tengir t6flu sem hefst a
sannadi i grein sem birtist arid 1895 [3]. I greininnilinu nr. 2 @ a ¢) vid tdflu sem hefst & linu nr. 3up a).
synir Frobenius medal annars fram 4, adSséalf- bvi sést ad sérhver fullgerd tafla sem hefst a linu nr. 2
gripaga stak iS og hluthalfgripada, a?,a®,a* ...} & sér samsvorun i einsméta toflu sem hefst & linu nr.
endanleg pa innihaldi hluthalfgrapan nakveemlega eit. Hid sama ma segja um t6éflur sem byrja a linum nr.
sjalfvalda stak. 4096 @bbogacec).
E.H. Moore syndi svo fram & pad &rid 1902, ad Vid einsmétuningf munu hinsvegar linur nr. 1 og
eitthvert veldi sérhvers staks i endanlegri halfgrap varpast i sjalfar sig, petta eru linurmed a oga b c.
sé sjalfvalda stak. Sja [4]. Fyrir linurnar (dalkana) sex og ofangreinda eins-
i liosi setningarinnar hér ad ofan ma einskorddnotunf ma pvi setja fram eftirfarandi gildi:
athugun & tengnum adgerdum i priggja staka mendi(1)=1, f(2)=3, f(3)=2, f(4)=6, f(5)=5 og f (6)=4.
S = {a,b,c} vid ad stakida sé sjlfvalda, pad erad  Einsmétunin f tengir saman téfluhluta-y og
segja gera ma rad fyrir adu = a, en sidan ma telia f(2)-f(y). Pannig gefurf allmoérg deemi um olika
hve margar peirra adgerda uppfylla ad atki= b tofluhluta sem leida til sama fj6lda tenginna adgerda,
ogledacc = c. til deemis 1-2 og 1-3, 1-4 og 1-6, 2-1 og 3-1, 2-2 og
AS skilyrdinu aa = a gefnu eru eftirfarandi 3-3. Ad auk_i er évallt ful!vist ad tb.fluhlutat-y og
9 méguleikar 4 dtfyllingu fyrstu linu adgerdartoflu: ¥~ Munu leida til sama fjlda tenginna adgerda, par
aaa,aab aac,aba,abb abe aca,achogace. SEM tofluhlutiy-z faest med pvi ad bylta téfluhlutay

brja af pessum méguleikum ma utiloka strax, pvi lin{Sia kafla 3). Méguleikana 36 ma samkveemt framan-
urnara a b oga cb standast ekki skilyrdidac og lin- s6gdu draga saman i eftirtalda 13 flokka, sem kalladir

ana c a stenst ekki skilyrdidwab. Eftir standa 6 mogu- ©ru F1-F13.
leikar & Gtfyllingu fyrstu linu téflunnar, peir eraia a,

. , . F1|F2|F3|F4|F5|F6|F7|F8|FO|F10F11F12F13
aac,aba,abb,abcogaccogVvid munumvisatl G357 E222-32-4252-6 4-4| 4.5 46 55
peirra med numerum 1 il 6. 1-3|1-6|5-1|3-3(3-2/3-6/3-5/3-4| 6-6| 5-4| 6-4

A sama hatt og gildir fyrir linur eru 9 moguleik- 2-1/4-1 4-2|5-2|4-3 5-6
ar a utfyllingu fyrsta dalks adgerdartoflu og af sam- 3-1/6-1 6-3|5-3|6-2 6-5

baerilegum asteedum og adur koma adeins tilsvarandi _ . o -
6 dalkar til greina og vid visum lika til peirra med Hverjum flokki meetti lysa med tilliti til algebrulegra
nimerum 1 til 6. sérkenna sinna og tofluhlutar innan sama flokks leida

Utfylling fyrstu linu og fyrsta dalks er sem sagt i 6rugglega til sama fjdlda tenginna adgerda. Til nanari
haesta lagi hugsanlegséax 6 = 36 vegu ef adgerdin & skodunar neegir nd ad velja einn fulltrda hvers flokks
ad vera tengin (og gefid er ad = a). 0g vid veljum fyrsta t6fluhluta hverju sinni.

bessum 36 mogulegu tafluhlutum gefum vig nam-  Flokkunum 13 ma reyndar enn feekka. Allar as-
er eftir nGmeri linu og nGmeri dalks, pannig myndigeralrsem hafa nullstak eda hlutleysu hafa pegar ver-

moguleiki il deemis nefnast 2-4, ef hann samanstend? teknar fyrir svo hér parf ekki ad taka fyrir flokk F1
ur af linu nr. 2 og dalki nr. 4. Sa tofluhluti litur svona (Par sema er nlistak) og flokk F13 (par sem er
ut: hlutleysa).

Litum & flokka F7, F9 og F12. Tofluhlutar peirra
eru:

2-4|a bc 2-6|a bc 4-6|a bc

b alaac alaac alabb
) ) b |b b |c b |c
Vid getum kannad pessa moguleika hvern og einn, en c b ¢ le e le

pa athugun ma einfalda téluvert med pvi ad kanna

sameiginlega pa moéguleika sem fyrirsjdanlega felaHeaeglega ma sja ad pessir téfluhlutar standast ekki
sér sama fjolda af atfylltum téflum fyrir tengna ad- skilyrdi aca edaaba 0g pvi er enga tengna adgerd ad
gero. finna i pessum flokkum.
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Eftir standa 8 flokkar med ymist tveimur eda fjor- og 6ll slik tilvik eru pegar afgreidd. Eftir standa tveer
toflur, 1 og 4, sem syndar eru fullgerdar hér adé nedan.

um tofluhlutum hver.

F2|F3|F4|F5|F6 F8 F10/F11
1-2|1-4/1-5|2-2| 2-3 2-5 4-414-5
1-3|1-6|5-1|3-3|3-2 3-5 6-6|5-4
2-1|4-1 5-2 5-6
3-1|6-1 5-3 6-5

|abc |abc
ala aa alaaa
bla aa blaba
clece cleceec

Eins og fyrr segir neegir ad velja einn fulltrda hverspessar adgerdir reynast tengnar og hafa hvorki
flokks og vid veljum tofluhlutana: 1-2, 1-4, 1-5, 2-2, ndlistak né hlutleysu.
2-3, 2-5, 4-4 og 4-5. beir eru eftirfarandi:

1-2|a be 14

abec 1-5

abc

alaaa a
b |a b

Cc |C C

2-2|a be 23

a aa a

aaa
b

C

abec

a laac
b |a

Cc |C

S|

(=)

o

4-4|a bec

4-5|abc

a a c

alabbd
b b
c|b

Litum & fulltrda 1-2. [ t6fluhluta 1-2 ma veljgb
0g be a eftirfarandi 9 vegu, sem vid nimerum 1-9.

alabbd
b b

Cc |C

Nota ma skilyrdin prjlbba, bbc og bea til ad Gtiloka
adrar tofluren 1, 4 og 6. Af skilyrdurub og cac faest

llabe 2labec 3labec
alaaa alaaa alaa
blaaa blaab blaac
cle cle cle

4la b c blabe 6labec
alaaa alaaa alaa
blaba blabb blabc
cle cle cle

Tlabc 8labcec 9labec
alaaa alaaa alaa
bla ca blacb blacc
cle cle cle

Litum neest a fulltrGa 1-4. Af skilyrourhab og
bac feest straxbb = b og be = b. Taflan er pa ordin:

S QR
Qo
Q0

a
b
c

Pessa t6flu ma ljuka vid & tvo vegu pannig ad Ur verdi
tengin adgerao:

|abc |abc
ala aa alaaa
blbbb bbb
clbbb c¢lbbc

Adrar Utfeerslur a tofluhluta 1-4 koma ekki til greina
eins og sannreyna ma af skilyrousb, cba, cca 0og
cha.

Pé eru eftir sex fulltrdar, 1-5, 2-2, 2-3, 2-5, 4-4
0og 4-5 sem alla ma afgreida a svipadan hatt og hér
hefur verid gert. Vio forum ekki i gegnum pa rok-
semdafeerslu lid fyrir lid en setjum fram nidurst6o-
urnar vardandi tengnar adgerdir sem hafa hvorki hlut-
leysu né nullstak.

Eftirfarandi fulltrGar skila einni tenginni adger®é:
1-5, 2-2, 4-4 og 4-5. Toflurnar sem pannig fast eru:

|abc |abc |abc |abc
alaaa alaac alabb alabbdb
b b blaac blbaa blbbb
cleece c¢leca c¢lbaa clcec

Fulltrai 2-3 skilar engri tenginni adgerd og fulltrai
2-5 skilar engri tenginni adgerd an hlutleysu eda
nullstaks.

Samandregnar nidurstédur ar athugun a hinum 8

beint adch = ¢ ogcec = c. | t6flu 6 er péb hlutleysa fulltrGum eru pa sem hér segir:
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Fulltrai flokks | 1-2|1-4|1-5|2-2|2-3|2-5|4-4|4-5 (i) Gerum rad fyrir ad(n — 1) x (n — 1) hluttafla
Tengnar adgerd sé lokud in x n adgerdartoflunni. Ef tengiregla
fyrirfulltrdann | 212 1]1]0/0)1)1 gildir i hluttdflunni pa gildir han einnig iz x n
Fioldi , toflunni efn-ta stakid (pad er stakid sem er utan
E?;Lu;r:l:ra (flokkij 4 |4]2]2]2]4]2]|4 hluttéflunnar) er hlutleysa eda nulistak.
) (i) Gerum rad fyrir ad X3 hluttafla sé lokud i

adgerdir alls 818]2]2]0]0[2]4 n x n adgerdartéflunni. Ef tengiregla gildir ekki

Vid sjaum ad hér fast alls 26 tengnar adgerdir. i hluttéflunni pa er par ad finna métdaemi sem
Rifjum upp ad gengid var Ut fra pvi adveeri sjalf- einnig er métdaemi fyrir tengireglunaix n tofl-
valda stak ¢a = a) og ad hvorki veeri til hlutleysa né unni.
nullstak. NU gefur auga leid ad fyrir sama fjoldi teng-
inna adgerda eb sjalfvalda stak og sémuleidis fyr- ~ Med pvi ad nyta pessar stadreyndir, beita annars
ir sama fjolda tenginna adgerda esjélfvalda stak. vegar prepun og hins vegar einfaldri talningu, feest ad
Haegur vandi er ad skrifa upp peer 26 toflur par serdm fjdlda tenginna adgerdatstaka mengi;,,, gildir
a er sjalfvalda og telja ad & medal peirra eru 18 serfyrir n > 3:
hafabb = b og af peim 18 eru 14 me& = c. Af nl , )
bessu ma sja, til daemis med einfaldri Vennmynd eda  — - 113 < t, < n(*) — 19570 - n(* =9
med Utreikningi & bord vid6 + 26 + 26 — (18 + 18+ 0
18) + 14 = 38, ad heildarfioldi tenginna adgerda semTil ad sneida hja tvitalningu a adgerdartoflum hof-

=

hvorki hafa hlutleysu né nullstak er 38. um vio adeins gert rad fyrir ad-ta stakid sé hlut-
] leysa (fremur en nullstak) vid Utreikning & nedri
6. Nidurstada moérkunum. En i efri mérkunum metid lagmarksfjdlda

Nidurstada pessarar greinar er si, ad medal hinr@gerda sem eru ekki tengnar, Gt fra lokadx 3
19.683 mismunandi adgerda i priggja staka menghnluttéflu, sem er midud vid eitt tiltekid priggja staka
S = {a,b,c}, eru 113 tengnar, med 6drum ordumhlutmengi.
ad til eru 113 priggja staka halfgrapur. | greininni A svipadan hatt og gert er i pessari grein (sja kafla
kemur jafnframt fram, ad 75 af pessum halfgripun®.2) ma prengja hringinn um tengnar adgerdir i mengi
hafa hlutleysu eda nullstak, en 38 hafa hvorki hlutmed fleiri en premur stokum. P& hér verdi ekki far-
leysu né nullstak. Af peim 75 sem hafa hlutleysu ed& néanar Gt i petta atridi ma til deemis nefna, ad fyr-
nulistak eru 18 sem hafa baedi, 15 hafa hlutleysu ein mengi med fjérum stokum faest fljotlega ad fjoldi
ekki nullstak og 42 hafa ndllstak en ekki hlutleysu. tenginna adgerda getur ekki verid meiri 210 - 41°,

I greininni eru samtals 34 tfylltar adgerdartéflursem er umtalsvert betra mat en hid gréfa mat hér ad
fyrir tengnar adgerdir, 8 6drum tdéflum er lyst og ad-ofan. pPetta meetti sidan nota til ad laekka efri morkin
gerdartoflur allra annarra tenginna adgerda i priggjfyrir almenna tilfellid i 6jofnunni hér ad ofan.

staka mengi eru hlidsteedar pessum, eins og bent esgmmary: The number of different binary operations on

i greinnini. a set withn elements is easy to calculate. The number of
Fyrir 19.570 (19.683-113) adgerdir i priggja stakacommutative operations is also easy to calculate. And the
mengi gildir tengiregla ekki. number of operations for which there exists an identity or a
zero in the set can also easily be found. Finding the number

7. Lokaord of associative binary operations seems much more difficult.

pad er ljost ad tengiregla er mun prengra skilyrai fyrirf "€ main purpose of this paper is to determine the number
adgerd i mengi en énnur almenn skilyrdi eins og VI'X|_0f associative binary operations on a set with 3 elements,

i . . . sing algebraic concepts and not programming a computer
regla eda tilvist hlutleysu. Og su spurning hlytur aé“o do the task.

vakna hvort unnt sé ad meta fjolda tenginna aégeréa The main result is that among 19,683 possible binary

tn stak_a m?ngl.,Nléursfoéu bessal_rf';lr gr,elna_r ma noﬁ)erations on a three-element s§t,the total number of
tll,aé leida Ut groft mat & pessum fidlda a eftirfarandiyggociative operations is 113 exactly. Along the way 75 of
hatt. those 113 associative operations are shown to arise from
Gerum rad fyrir adgerd i mengi medstokum. Pa  operations oS where there exists an identity or a zero in
ma fullyrda eftirfarandi: S, 18 associative operations have both an identity and a zero
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in S, 15 associative operations have an identity and not a
zero inS, 42 associative operations have a zero and not an
identity in S.

Several operation tables for associative operations are
explicitly given and for each of the 113 associative oper-
ations its table may be viewed as described by one of the
tables given in the article.
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