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Agrip — begar fjallad er um ferningsform yfir kroppa pa er oftast gert yéi [ivi ad kennitala kroppsins
sé ekki 2. [ fyrirlestrinum er leitazt vid ad lysa pvi med deemum ad masgdur 6druvisi ef kennitalan
er 2. Helzta deemid eru nylegir Gtreikningar fyrirlesarans & Witt-grdpppsd_aurent rada yfir kropp med
kennitdlu 2.

I freedunum um ferningsform er annarrar gradu
jafnan gero einsleit og skrifud a forminu

1. Inngangur az?® + by +cy®> =0

Vi vitum 6l hvernig annarrar gradu jafnan Pad breytir litlu vid lausnina. Almennar skoda menn

ar? +br+c=0 jofnur af taginu

. , A A E Qi TiT5 = 0
er leyst. Vio tékuma Ut fyrir sviga og fullkomnum 1<i<i<n
ferninginn. Jafnan verdur pa o i
Vinstri hlidgin hér er ferningsform in breytum. Ef

b\2  dac— b2 kennitalan er ekk2 pad m& nota sému hugmynd og
a (I + 2) e 0 fyrir annarrar gradu jéfnuna til ad koma pessari jofnu
a formio
2 _
Ef til er ferningsrotd af b2 — 4ac pa fast lausnirnar Z biy; =0
1<i<n
o —b+d med linulegum breytuskiptum. Ferningsformid a
2 vinstri hlid pessarar jofnu er sagt vera a hornalinu-
. , . o . L, _ formi.
Hér er gert rad fyrir ad grunnreiknigerdirnar fjérar séu Til a8 f fullkomna yfirsyn yfir leysanleika jafna
til taks. Pad pydir ad vid erum ad vinna i kropfi. af taginu

Vid deilum meda svo vid verdum ad gera rad fyrir Z womids — 0
ada sé ekki null. Pad er engin takmorkun pvi annars ety
veeri jafnan ekki annarrar gradu jafna. En vid deilum
lika med?2 svo vid verdum ad gera rad fyrir absé yfir gefinn kropp K vilja menn flokka 6l moguleg
ekki null, p.e. ad kennitala kroppsir& sé ekki2. ferningsform yfir X' bannig ad tvo ferningsform séu
petta er takmdrkun. B er til daemis kroppurinn med talin jafngild, p.e. lendi i sama flokki, ef heegt er ad fa
tveim stokumo og 1, par seml + 1 = 0, pa hefur hvort peirra Gr hinu med linulegum breytuskiptum. ba
jafnanz? +z + 1 = 0 enga lausn K pott draga megi er til paeginda gert r4d fyrir ad ferningsformin séu ekki

1<i<j<n

ferningsraetur af badum stokununii urkynjud, en pad pydir nokkurn veginn ad ekki sé haegt
ad feekka breytunum med linulegum breytuskiptum.
* Grein pessi er efni fyrirlesturs & radstefnu@téerd- Fyrir ferningsform & hornalinuformi pydir petta (ef

fraeedi & Islandi 2003 Akureyri 30.-31. 4glst 2003 kennitalan er ekk2) ad enginn studlanna $¢
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Fyrir flesta kroppas er mjog erfitt ad flokka fern- nefndri undirstédusetningu Witts er jafngildisflokkur
ingsform & pennan hatt. En audvelt er ad sja ad yhins hlutans o6tvireett akvardadur. Med pvi ad nota petta
ir tvinntolurnar flokkast ferningsformin algerlega eftir aftur og aftur sést ad sérhvert ferningsfogner eins-
fiolda breytanna. pad er heldur ekki er erfitt ad sanna6ta beinni summu af anisotrop ferningsformiog
ad yfir rauntdlurnar naegir ad skoda fjdlda jakveedrd eintokum af breidgera planinu par sén> 0. Auk
studla og fjdlda neikvaedra studla eftir ad blid er adpess er jafngildisflokkup,, sem kallad er anisotrép

koma ferningsforminu & hornalinuform. kjarni ¢, Otvireett akvardadur. bad ma pvi skilgreina
_ ) nyja flokkun ferningsforma med pvi ad segja ad tvo
2. Witt-grupa ferningsform séu Witt-jafngild ef pau hafa einsméta

NG & dégum nota menn i pessum freedum heldur rananisotrop kjarna. bessi flokkun er grofari en st fyrri, en
freedilegri talsmata. Ferningsform yfif er skilgreint munurinn liggur eingéngu i breidgerum plénum sem
sem vorpuny : V — K, par semV er endanlega eru einfold vidfangs. Stori kosturinn er ni ad Witt-
vitt vigurram yfir K, pannig ad ef valinn er einhver jafngildisflokkarnir mynda ekki adeins samlagningar-
grunnur fyrir V pa verdip(z) gefid med formulu af halfgrapu, heldur samlagningargrdpu. (Asteedan er ad
taginu bein summa ferningsformsog ferningsformsins-¢
o(z) = Z a1, er elr;smotza beinni summu breidgerra plana. Til deemis
eraz®—ay* = uvparsem; = ax+ayogu = x—y.)
i o ) ) Pessi grdpa er nu koéllud Witt-grapa kroppsiRsog
par semzy, ...z, takna hnit vigursinsz midad ey taknualv, (K). SteerdV,(K) er meelikvardi a hve
Vid bennaanrunn. Daé marllka orEIS.a be,tta pannig agyitt er as leysa jsfnur af taging(z) = 0 par semp
p(az) = a”p(z) fyrir Oll a i K og Oll z TV 0g ad g gtiltekid ferningsform yfik. Sem deemi ma nefna
vorpunin g V- x V. — K, (z,y) — »(z +y) — a3 Witt-grapa tvinntalnanna hefur adeins tvé stok og
p(z) = p(y), seé tvilinuleg. Pad ad ferningsformid se,5 Witt-gripa rauntalnanna er einsméta samlagning-
ekki Urkynjad pydir ad petta tvilinulega forfse€ ekki - 5ygripu heilu talnanna. (Petta eru einfaldar afleidingar
arkynjad, p.e. ad(z,y) = 0fyriroll y € V'gildiekki 5 43yr lystri flokkun ferningsforma yfir pessa kroppa.)
nemaz = 0. Vid munum yfirleitt gera rad fyrir ad svo ' . . . : .
Lz . c Witt gerdi reyndar rad fyrir ad kennitala kroppsins
sé an pess ad taka pad sérstaklega fram. | stad breytu- . : . . . )
. . . : L veeri ekki2 en faum arum sidar sannadi C. Arf [4]
skipta ma nana skoda mismunandi grunna fyrir tilheyr- . " . . . .
L . . . undirstddusetningarnar tveer, sem adur er getid, fyrir
andi vigurram. Med pvi ad nota pennan talsmata ver "
. . . . . X roppa med kennitola.
tvd ferningform jafngild ef pau eru einsméta, p.e. e
til er andhverfanleg linuleg vorpun & milli tilheyrandi
vigurrama sem breytir 68ru ferningsforminu yfir i hitt. 3. Kennitala ekki 2
Med pvi ad nota beinar summur vigurrima m

na skilgreina beinar summur ferningsforma. gfer

1<i<j<n

%Gerumras fyrir ad kennitala kroppsinssé ekki2. ba
ma, eins og aour kom fram, koma sérhverju fernings-

skilgreint &V og x & W pa erp @ x skilgreint a o . o . :
B . formi & hornalinuform. pad pydir ad ferningsformid
Vowmedipdx)(z y) = ¢(z)+x(y). Mengiallra er einsmata beinni summu einvidra ferningsforma. Af

jafngildisflokka ferningsforma verdur pa samlagning- s T ..
arhalfgrapa (sér i lagi vixlin). Pad var E. Witt [6] sem pﬁlsvsigdefg;iié Q?Q:;gggf \G;\;i tf??}g?iﬁ;‘;lo?r:g 4
innleiddi pennan hugsunarhatt a fjérda aratug 20. ald- 9 ' y 9

ar. Ein af undirstddusetningum hans er ad styttireglanvernlg lysa meetti venzlunum milli pessara spGnnuda.

gildir  pessari halfgripu. Einvida ferningsformidK — K, z — az?, er
Ferningform ¢ er sagt vera isotrop ef jafnan t@knad(a) og flokkur pess IV, (k) er taknadura;".

©(z) = 0 hefur adra lausn en pa augljosu= 0. He"r erai K, a # O.NDa er W|tt—gru.paK sem sagt_

Annars ery sagt vera anis6trép. Ferningsformja ~ SPONNud af pessurfa)” sem samlagningargripa. Witt

K? — K, (z,y) — zy, er kallad breidgera planié. syndi ad venzlin milli peirra akvardist af:

Ljost er adn er isétrop. Onnur af undirstodusetning-

um Witts er ad sérhvert isétrop ferningsform er eins-  (a) = (ar?

moéta beinni summu tveggja ferningsforma par sem {(aj + (b = (a + b + ((a + b)aby efa+ b # 0

annad er breidgera planid. Athugum ad samkveemtfyrr  {(ay + (—aj =0

~1
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(Reglan i migjunni feest af pvi a@r? + by? = (a + Nidurstada Utreikningannal&, (L) er nanar til-
b)u® + (a + b)abv? ef vid skrifumz = u — bv og  tekid eftirfarandi:
y=u-+av.)

Latum L = K((S)) vera kropp alira Laurent rada — 11l €r edlileg vaxandi run@W(L) . )m>o af hlut-
i breytunniS yfir i, p.e. allra formlegra rada aftaginu ~ 9rdpum Wy (L).,, i W,(L) pannig ad sammengi
£(S) =32 a;S' parsemm er heiltala og studlarmir ~ Peirra sé oll grlpaV’, (L).
a; MU iK. Efa, # 0 péer ekki erfitt ad syna ad skrifa — 111 €r €insmotunivy(L)o = Wy (K) @ W, (K),
maf(S) aforminua,g(S)? efnerslétttalaenaform-  €ins og pegar kennitalan er ekki _ ;
inu a,Sg(S)? ef n er oddatala. SVEf(S) = (a.) Ef m > 0 er slétt tf_:lla p}a er _de_lldagrup-
eda(f(S)V = (a, Sy iW,(L). Medpviadnotafram-  anWq(L)m/Wq(L)m-1 €insmota beinni summu
setninguna ad ofan & Witt-grapum med spénnudum veggja eintaka af ytra margfeldini Ax, K.
og venzlum pa er haegt ad syna ad petta gefur okkur Ef m > 0 er oddgtala, pa er deildagripan
einsmoétun grapnd, (L) = W, (K) ® W,(K). betta Wy(L)m/Wy(L)m—1 €insméta pinfeldind @ g,
sannadi T.A. Springer [5] fyrstur en & annan hatt.

HérerKy = {r?|r € K }. Par sem kennital& er2

4. Kennitala 2 ; . P
L, _ . o _ ba erK, hlutkroppur iK. Sér i lagi m& skoo& sem
Gerumnurad fyrir ad kennitald sé2. ba er ekkileng- vigurram yfir K.

ur haegt ad lfoma ferningsformgm yfif a hornalinu- Athugum ad gripak @, K er aldrei fanyt (b.e.
form. Pad sdum vid pegar vid fjélludum um annarraio-fn {01). Sér i lagi eV, (L) aldrei jafntW,(L)o.

grédu jofnuna. Hinsvegar er sérhvert ferningsform nyrl'JpanK Ak, K er fanyt pa og pvi adeins al =
ir K einsmota beinni summu tvividra ferningsforma. - N

(Asteedan er st ad vegna pess ad kennitalag erfe(r)r’“gées"zt';'(.pa 0g pvi adeins ag serhvert stakse
ba er tvilinulega formid, sem tilheyrir ferningsform-

inu, mishverft (symplektiskt) og er pvi bein summasg  Um sannanir

tvividra forma.) Hvert hinna tviviou ferningsforma er
einsmota formi af taginjia, b] par sema og b eru i
K. Hér er ferningsformida, b] skilgreint K2 med
(z,y) — ax® +zy + by?. Sérilagi ef0, 0] breidgera
planid. Ef vid tknum flokKa, b] | W, (K) med[a, b]”

pa leidir af pessu ad Witt-grapa er sponnud af pess-
um [a, b]” sem samlagningargripa. Fyrirlesarinn [2]
hefur synt fram & ad venzlin milli pessara spénnud
akvaroist af:

Til ad syna ad framsetningin &, (X&) med sponn-
udum og venzlum pegar kennitalan 21sé rétt lat-
um vid M vera grlpuna med spdnnuduta,b],
a,b € K, og venzlum eins og lyst var. Audvelt er
ad sja ad venzlin gildaW,(K). (Med pvi ad skrifa
1 = v+ y2 09 xo = x1 + u faest til deemis ad
a17? + T1y1 + by? + agx2 + waye + by? er jafnt
?al + a2)x? + z1v + bv? + agu? + uy,. Petta synir
adfay,b] @ [az,b] er einsmoétda; + az, b] @ [ag, 0].

[ay + az, b = [a1,b]" + [az, ] En [aq, 0] er einsméta breidgera planinu svo af pessu
[a, b1 + bs]” = [a, b1]” + [a, bo]” leidir ad (a1, b] @ [az, b] er Witt-jafngilt [a; + a2, b].)
[a,ar® + 1] =0 Vid hofum pvi augljésa grapumoétutd — W, (K)

la, br?]" = [ar?, b og han er ateek. Til ad sanna ad hun sé einsmoétun pa

parf ad sanna ad ef beina sumn@@)[a;, b;] er eins-

Med pvi ad nota medal annars pessa framsetiadta beinni summu breidgerra plana pa sé summan
ingu & Witt-grapum med spénnudum og venzlum pd ,[a;i, b; | j6fn 0 i M. betta er gert med prepun yfir
hefur fyrirlesarinn [3] einnig reiknad Gt Witt-grapu fidlda lida i summunni.
L = K((9)) pegar kennitalan e2. i ljos kemur a8 Fyrsta skrefid er ad syna ad ff b] er einsmoéta
W,(L) er almennt miklu steerri e, (K) ® Wy (K), [c,d]paséua,b]og|c,d]jofni M. pettaer ekki svo
en eins og ad framan greinir pa eru pessar grapur einetfitt pvi forsendunni mé lysa med jéfnum sem tengja
moéta ef kennitalan er ekl Pessi nidurstada hefur i a, b, c 0ogd. Pa er, sér i lagi, prepunarbyrjunin komin.
for med sér ad ymsar hugmyndir sem notadar eru vid | prepunarskrefinu nsegir ad syna ad ef
atreikninga & Witt-gripum kroppa virka ekki og getabeina summan@;’_,[a;,b;] er isotrép pa séu

ekki virkad ef kennitalan 2. til ¢,...,cn_1,d1,...,dy,_1 1 K pannig ad
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S laibi] = Z?;ll lci,d;| T M. Med pvi ad Witt group of the field of Laurent series over a field of
nota fyrsta skrefid a hvern li® ma syna ad vidcharacteristic 2. This computation was made recently
megum gera rad fyrir ady + --- + a, = 0. by the author.

Med pvi ad nota adan—1,bn-1] + lan,bn] =

lan—1+ an,bp—1] + |an,br—1 + b, | Mma svo faekka Heimildir

lidunum um einn.

i eldri grein fyrirlesarans [1] var reyndar gefin énn-[l] J.K. Arason: Wittring and Galoiscohomologie bei

ur framsetning &V, (1) med sponnudum og venzlum. Charakteristik 2]. Reine Angew. Matt807/308247—

En par var verid ad lita & Witt-grdpuna sem madul yfir256 (1979). _
Witt-bauginn, en honum lysum vid ekki hér. [2] J.K. Arason: Generators and relations ¥y, (K).
Handrit.

Fyrsta skrefid i Gtreikningunumid, (L), par sem [3] J.K. Arason: Generators and relations for
L = K((9)), er ad syna ad flokkuif(S5), g(S)] s =~ W, (K((S))). Handrit.
0 ef /(S)g(S5) er aftaginu) ;Z, a;5°. Pad feest med [4}C. Arf: Untersuchungen iiber quadratische Formen
bvi ad nota lemma Hensels. Pa er haegt ad syna adift ksmpern der Charakteristik 2 (Teil 1)J. Reine
f(8) =22, ai5 0gg(S) =3, b;57 pasé Angew. Math.183 148-167 (1941).

~_ i 1~ 5] T.A. Springer: Quadratic forms over a field with a
S),9(9)] = E S, 0,57 [ . _
75, 9(5)] la 5] discrete valuationindag. math.17, 352—-362 (1955)

[6] E. Witt: Theorie der quadratischen Formen in

0g ad pad sé vit i pessari j6fnu. (Athugid ad til erubeliebigen Korpernl. Reine Angew. Matti76, 31-44
heilar tolurm og n pannig ada; = 0 efi < m 0g  (1g37)

b; = 0 ef j < n.) Svo grapari¥, (L) er spénnud af
floklfum fernlngsformann&le, b57] par sema 0gb Um hoéfundinn: Jén Kr. Arason er professor i steerdfreedi
eruiKogi+j=<0. o _ vid Haskola fslands.

Neest parf ad finna Ut hvernig lysa megi venzlunum
milli pessara nyju spénnuda. En pad er audvelt pvi ad
vid héfum hér ad ofan akvedna formulu til ad lysa

1,431+ <0

upphaflegu spénnudunum ut fra peim nyju. Raunvisindastofnun Haskélans
HlutgrapanW,(L),, er na skilgreind sem hlut- Dunhaga 3

gripan sem sponnud er af éllum pessuf?, bS7] IS-107 Reykjavik

medi+;j > —m. Talsverda taeknilega Utreikninga parf jka@hi.is

til ad syna ad venzlin & milli pessara sponnuda fyrir Moéttekin: 1. juli 2004

grapunal¥,(L),, séu ekki fleiri en vid méatti bhast Gt
fra lysingu a venzlunum milli peirra sem spénnuda
fyrir Wy(L). En pegar pad er komid pa er audvelt
ad fa framsetningar &V,(L), og deildagrapunum

W (L) /Wy(L)p—1 fyrir m > 0 med spénnudum

og venzlum. Ad lokum parf ad syna ad grapurnar, sem
lyst er med pessum framsetningum, séu einsmaota peim
sem gefnar eru i lysingunni hér ad framan & nidurstdo-
unni.

Summary

In the algebraic theory of quadratic forms over
fieldsitis usually assumed that the characteristic of the
field is not equal 2. The talk is an attemp to describe by
examples how the theory is different in characteristic
equal 2. The main example is the computation of the



