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Agrip — [ doktorsritgerd héfundar [7] og tengdri grein [8] er sett fram néik, sem varpar verkefnum
vardandi smidi Lyapunov-falla i verkefni i linulegri bestun. Sliktkedni i linulegri bestun hefur pann
eiginleika, ad ut fra sérhverri gjaldgengri lausn pess ma stika sartifellegt fall & koflum, sem er
strangt Lyapunov-fall fyrir hreyfikerfid sem notad var vid GtleidslsgpeReikniritid er fyrsta almenna
reikniritid til smidi Lyapunov-falla fyrir élinuleg kerfi. | pessari grein fjgm vid um hreyfikerfi og
Lyapunov-féll, reikniritid, sannanir & pvi ad avallt sé haegt ad nota py@ss ad smida Lyapunov-fall
[1] og gefum nokkur deemi um Lyapunov-féll fyrir 6linuleg kerfi stikoéed hjalp reikniritsins. i vidauka
i lok greinarinnar er svo farid nokkud nakvaemar i staerdfreedina 8dyala liggur og stuttar sannanir a
megin nidurstédum greinarinnar eru gefnar.

Hreyfikerfi, jafnvaegispunktar sidust 6ld [6, 9, 10] og sannanirnar voru hreinar
og Lyapunov-foll tilvistarsannanir, an nokkurs mdguleika a pvi ad
nota peer til pess ad leida ut almenna formulu fyrir
Adalvidfangsefni steerd- og verkfraedilegrarlyapunov-foll.
styrifreedi eru jafnveegispunktar hreyfikerfa og  SuU hugmynd Lyapunovs ad Utvikka skilgrein-
addrattarmengi peirra. Vio rannsoknir slikra punktangu orkunnar til ad rannsaka stédugleika jafn-
eru freedi kennd vid rissneska steerd- og verkfraedreegispunkta hreyfikerfa hefur reynst gjoéful og er
inginn Alexander M. Lyapunov almennt alitin skila almennt &litin notadrygsta adferdin vid slikar rann-
notadrygstu adferdunum. Grundvallarhugmyndaoknir. Slikar rannséknir hafa mikid hagnytt gildi
Lyapunov-freedanna er su ad varpa spurningurag eru eitt helsta vidfangsefni styrifraedi. Til deem-
vardandi stodugleika jafnvaegispunkta yfir i spurnis eru vélar hreyfikerfi og hafa neer undantekningar-
ingar vardandi tilvist svokallads Lyapunov-falls fyrir laust einhvern akvedinn aetladan vinnupunkt eda eitt-
kerfid. (Strangt) Lyapunov-fall er hin steeréfraedilegahvert akvedid eetlad vinnuferli i &standsrimi sinu. Ef
utvikkun edlisfreedihugtaksingrka og er samfellt &stand vélarinnar er ekki i nagrenni pessa punkts eda
raungilt fall af astandsbreytum kerfisins, sem hefuferlis er vodinn vis. Annadhvort vinnur vélin ekki pa
nakveemlega eitt laggildi og er (stranglega) minnkvinnu sem han a ad framkveema eda hun eydileggst
andi & sérhverri braut hreyfikerfisins. | pessari greivegna pess ad htin er ekki byggd til ad pola pad astand
munum vid fjalla um strong Lyapunov-foll fyrir sem han er i. Af pessu leidir ad vinnupunktur hreyfi-
timadhad samfelld hreyfikerfi, sem heegt er ad lyskerfisins verdur ad vera stodugur jafnveegispunktur
med venjulegum afleidujoéfnuhnepputn = f(x). (skilgreint sidar), pvi annars geetu minnstu truflan-
Fyrir slikt kerfi er tilvist strangs Lyapunov-falls ir & astandi pess orsakad miklar truflanir sidar. Pau
jafngilt tilvist adfellustddugs jafnveegispunkts. badvisindi ad byggja vélar a pann hatt ad vinnupunktur
ad tilvist strangs Lyapunov-falls sé neegjanlegpeirrasé stédugurjafnvaegispunktur eru vidfangsefni
skilyrdi sannadi Lyapunov sjélfur i doktorsritgerd verkfreedilegrar styrifraedi. bar sem ad flestum mikil-
sinni 1892 (ensk pyding i [5]). Pad ad tilvist sliksveegum hreyfikerfum er heegt ad lysa med venjuleg-
falls sé naudsynlegt skilyrdi, svokalladar andhverfum afleidujofnuhneppum er pad tilfelli ahugavero-
usetningar, var uppgétvad mun sidar eda um midjast.
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Latum (L2) Fyrir sérhvert¢ € Verfallio t — V(¢p(t,&))
x = f(x), Q) stranglegd fallandi & skilgreiningarmengi sinu.

veratimadhad venjulegt afleidujéfnuhneppi, parsem  Skilyrdid (L1) tryggir ad hnitamidjan sé einalag-
vorpuninf : &/ — R er tvisvar samfellt deildanleg gildi Lyapunov-fallsins og af skilyrdingL2) leidir
vOrpun 4 svaedinid C R”, og pannig ad(a) =0 ad

fyrir einhvern punkta € U. pad adf sé samfellt

deildanleg vorpun &/ tryggir ad (1) hafi otvireett tEeroo V(o(t, &)) = 0,09 par med

akvardada lausm — ¢(t, &) fyrir sérhvert upp- i

hafsgildi (0, &) — & € U og aff(a) — O leidir Jim (t,€) =0,

ad ¢(t,a) := a er lausn (1) med upphafsskilyrdio = .

a, b.e.a erjafnveegispunktukerfisins. bar sem (1) Yrir 0ll & € Ry, par semRy er sammeng allra
er 6had hlidrun ma allt eins gera rad fyrir pvi asPiappadra samhengispatta formyntda ([0, c]) |

a = 0 0g munum vid gera pad { pvi sem & eftir kem-V> ¢ > 0, sem innihalda hnitamidjuna. bar med
ur. Hnitamidjan er nefnetodugur jafnveegispunktur €F hnitamidjan adfellustodugur jafnveegispunktur af-
kerfisins, b.p.a.a. kerfid sé 6naemt fyrir (litlum) trufl-'€10uj6uhneppisins (1) o@y er hlutmengi ad-
unum i nagrenni hnitamidjunnar. A mali staeréfraeégrattarmeng'sms?zm' Neegjanlegt s.k|lyr6| til a3
innar pyair pad ad fyrir sérhvert> 0 er til 6 > 0, ¢ V (@[t €)) sé stranglega fallandi er ad

ba. DV (¢(t,€)) := limsup

H s—0+
[€lle <0 = @t < e brral £ 0 V(B8 + sF(0(0.€) ~ V(D) _,
Stodugleiki hnitamidjunnar eda eitthvert alika skil- s

yrdi er lagmarkskrafa pess ad hann komi til greingy.ir g1 (¢, ¢) € V. Ef V er sammfellt deildanlegt
sem vinnupunktur ef (1) er lysing hreyfifreedi velargy) ba einfaldast petta skilyrdi enn meir, pvi
eda teekis. Yfirleitt er ad auki a.m.k. aetlast til pess a0

hnitamidjan sé addrattarpunktur og ad mengi beirri\ﬁv " d Vit
punkta sem dragast ad addrattarpunktirdgy := ¢ V(e £) dt (6(,€))
) d(t,€)

{f € L{’ hmsuPt—»-i-oo ||¢(t»£)H2 = 0} sé grennd V(¢(t>£) ’

hnitamidjunnar. | pessu tilfelli er hnitamidjan nefnd = VV(¢(t,&)) - f(d(t,€)) <0,
adfellustddug. Oft og tidum er pad einnig aeskilegt ad

hnitamidjan sé ekki einungis adfellustodug, heldupg par med naegir ad syna ad/ (x) - f(x) < 0
einnig ad pessi eiginleiki sé hardger gagnvart minnifyrir oIl x € V'\ {0} til pess ad skilyrdinyL2) sé
hattar villum { likanagerdinni i peim skilningi, ad fullnaegt. Petta er nakveemlega asteedan fyrir pvi ad
hnitamidjan sé adfellustédugur punktur fyrir 61l kerfi Lyapunov-foll eru svo gagnleg. Pad er haegt ad syna
x = f(x), par sem||f(x) — f(x)|2 < e||x||, fyr- framaskilyrdin(L1) og(L2) an pess ad pekkja lausn
ir eitthvert négu litids > 0. Veldisvisisstédugleiki afleidujéfnuhneppisins (1). Vart parf ad taka fram
hnitamidjunnar tryggir pessa hardgerd. Hnitamidjard lausning er almennt ekki pekkt og i peim und-

heitir veldisvisisstodugur jafnveegispunkiyrir (1), ~ antekningartilfellum sem han er pekkt er litil porf
b.p.a.a. til séu fastan > 1 og« > 0 pannig ad a Lyapunov-falli til ad rannsaka stédugleika jafn-

veegispunkta.
(1, €)||2 < me™*|& ivi
lo(t, )12 €]l Tilvist Lyapunov-falla

fyrir oll ¢ > 0 og 611 £ i einhverri grennd hnitamidj- Eins &dur var minnst & var uppgétvad um midja
unnar. sidustu 6ld ad af stddugleika jafnveegispunkts
Strangt Lyapunov-fall fyrir kerfid (1) er samfellt |eigi tilvist Lyapunov-falls fyrir hreyfikerfid.
fall V': V — R, par sem) C U er opin grennd = Steerdfreedisetningar pvi ad ldtandi eru nefndar
hnitamidjunnar, sem uppfyllir eftirtalin skilyrdi: ~ andhverfusetningar i hreyfikerfafreedum og munum

(L1) V(0) =00gV(x) > 0fyriroll x € V\ {0}. 1 An stranglegaer V venjulegt Lyapunov-fall.
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vid fjalla um hina hefébundnu Utleidslu andhverfu-sé af ferningsgerd pydir ad til séu fastaw, ¢ > 0,
setninganna i pessum hluta greinarinnar. Fyrip.a.

pbad sem a eftir kemur er paegilegt ad takna mengi

stranglega vaxandi 6endanlega oft deildanlegrafalla q||x||2 < V(x) < b||x||% og

R>¢ — R>o sem eru null i ndlli medC og mengi . < _ 2
stranglega minnkandi éendanlega oft deildanlegra VV(x) - £(x) < —cllx[l2-
falla R>o — R>o sem hafa markgildid ndll i petta ma sanna med pvi ad nota nidurstédurnar ad

6endanlegu meg. ofan, eda beint med pvi ad skoda fallid
Andhverfusetningin ~ fyrir  adfellustéduga

hnitamidju byggir & lemmu Massera, sem segir ad oo 9
fyrir sérhvert fallo € £ og fasta\ > 0 sé til fall Vi(x) ::/O lé(r. )]z dr. ©)
vy eK,p.ayek,
I hinu mikilveega sértilfelli ad (1) sé linulegt, p.e. ad

00 . .
f(x) = Ax fyrir n x n—fylki A, er heegt ad nota
d
/0 V(o)) dr < toc formuluna (3) til pess ad setja fram nothaefa formulu
og fyrir Lyapunov-falli. HUn er
“+o0 400 -
/ Y(o(7))erdr < +oc. Vi(x)=xT ( / elAta )Td7'> x (4
0 0
Sonnunin & pvi ad fyrir hreyfikerfid (1) sé 00 (AL AT o o
til Lyapunov-fall skilgreint &4 B, = {x e ©9 fylkid Jo e ADTdr ma reikna at & skil-

virkan hatt sem hina 6tvireedu stranglega jakveett-

R"[[|x]l2 < r} ef hnitamidjan er adfellustodugur ¥ a ¢
akvednu lausrP fylkjajofnunnar

jafnveegispunktur og3, C Rawx byggir i gréfum
drattum a pvi ad gera sér fyrst grein fyrir pvi ad i

T = —
bessu tilfelli eru til féllo € £ og e € K, p.a. fyrir PA+A™P=-, ®)
lausninag & (1) gildi ojafnan par senY er einingarfylkid af viddh. Pad skal tekid
fram ad fyrir linulegt kerfi er adfellustéougleiki jafn-
lo(t,&)ll2 < ¥([[&l2)o(t) gildur veldisvisisstodugleika og hvort tveggja gildir,

pb.p.a.a. dll eigingildi fylkisins sem skilgreinir kerfid
hafi stranglega neikvaeda raunhluta.
+00 Mikilveegi linulega tilfellisins fellst i pvi ad
V() = / Y(l@(7, &)l2) dr (2)  hnitamidjan er veldisvisisstodugur jafnvaegispunkt-
70 ur fyrir (1), p.p.a.a. 6ll eigingildi Jacobi-fylkif i

fyrir 6ll £ € B, og 6ll¢t > 0. Sidan er synt ad

sé Lyapunov_fa” fyrir kerfia, bar sem null hafi Stranglega neikveedan raunhluta 0og (4) er
Lyapunov-fall fyrir kerfid, par semA er Jacobi-
A= sup |VE(x)|l2, v,7€K, fylkid i nalli, & einhverri grennd hnitamidjunnar.
x€B, Takmorkun pessa Lyapunov-falls er sa, ad pad er
. i raun viofedma Lyapunov-fall linugerda kerfisins
og uppfyllir skilyrdid (L2) fyrir afleidujofnuhnepp-
/0 Y(W(r)o(r)) dr < to0 i0 (1) einungis i peirri grennd um hnitamidjuna par
og sem linulega nalgunin er négu gad. Afleiding pessa
400 er ad Ut fra pessu Lyapunov-falli er i feestum tilfellum
/ ((r)o(T))erdr < +oo. unnt ad fa nokkud skynsamlegt mat & steerd addratt-
0

armengisinsR ai. Pad gefur par med ekkert skyn-

Ef hnitamidjan er veldisvisisstodugur jafn- samlegt mat & pad hversu mikla truflun kerfid polir.
vaegispunkur hreyfikerfisins (1) er haegtad synafram | gegnum tidina hefur verid stungid upp a

a toluvert meira, nefninlega ad til sé Lypaunov-fallfjoimérgum adferdum til smidi Lyapunov-falla.
af ferningsgerd fyrir kerfid. bad ad Lyapunov-fill  Ndkvaemar adferdir byggja t.d. & pvi ad reyna ad
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smida fallv : R — R™ pannig adv(x) - f(x) <0 z € R® og leysa linulega bestunarverkefnio:

0og 8ﬂ)j = 3jvl-, pVi bé er S
lagmarka g( m) =z, @)
=1

Vv = - d;
&) /0 v m.t.t. skordanna[C —I] {ﬂ <b, [)Z(] >0,

nothaeft Lyapunov-fall, eda & pvi ad hreyfikerfissem hefur gjaldgengu lausninma= 0 og z" =
hafi einhverja skynsamlega skilgreinda edlisfraedit|b1l; [b2l, - - -, [bs[). Ef petta linulega bestunarverk-
lega orku. Tolulegar adferdir byggjast yfirleitt 4 ein-€fni hefur lausning([x" z']") = 0, pa erx’ gjald-
hverjum (strongum) skilyrdum, t.d. & pvi ad fallig 9€ng lausn (6), ef lagmark er steerra en null, pa
f sé linulegt & koflum og/eda pvi (oftast i einhverjun€fur (6) enga gjaldgenga lausn. Vid rannsoknir sin-
vel féldu skrefi) ad eitthvert ferli gangi upp, an pessar hefur hofundur aéallegq notad hyrnuritid { GLPK
ad fyrir pvi sé nokkur sérstok astaeda. | [7, 8] enp-2-2 fra Andrew Makhorin sem hefur m.a. pann
upptalningar 4samt stuttum skyringum & nokkrunkost ad vera okeypis og pvi fylgir g6d handbok

adferdum sem stungid hefur verid upp a. (http://WWW.gnu.org/software/glpk/glpk.html).
| doktorsritgerd héfundar [7] og tengdri grein [8]

er sett fram reiknirit, sem varpar verkefnum varo-
andi smidi Lyapunov-falla i verkefni i linulegri best-
I pessum hluta munum vid fjalla um reiknirit hof- un. Slikt verkefni i linulegri bestun hefur pann eig-
undar til smidi Lyapunov-falla og hvernig heegt erinleika, ad ut fra sérhverri gjaldgengri lausn pess
ad nota andhverfusetningarnar ad framan til pess ada stika samfellt linulegt fall a koflum, sem er
sanna ad reikniritid sé traust i peim skilningi, ad med.yapunov-fall fyrir hreyfikerfid sem notad var vid
pvi muni alltaf takast ad reikna Gt einfalda formualuUtleidslu pess. Ekki er porf fyrir kostnadarfall linu-
fyrir Lyapunov-falli, svo framarlega ad slikt fall sé lega bestunarverkefnisins par sem ut fra sérhverri
yfir hofud til. Reikniritid notar linulega bestun og vid gjaldgengri lausn ma stika Lyapunov-fall, en hugs-
byrjum & pvi ad gera henni stutt skil. anlega er haegt ad nota kostnadarfallio til ad velja
Verkefni i linulegri bestun er safn linulegra Lyapunov-fall med einhverja sérstaka eiginleika eins

skorda (constraints) asamt linulegu felli. Verkefnia®9 t.d. StorRax. _ _ )
fellst i pvi ad lagmarka fellid & menginu sem skil-  Hugmyndin ad baki pessari adferd er st ad
greint er af linulegu skordunum. bad eru nokkrafyrst er skilgreiningarmengi Lyapunov-fallsins sem

jafngildar leidir vid ad setja fram verkefni i linulegri réikna a ut butad nidurs-hyrmur p.a. pad nzegi ad
bestun. Ein af peim er gefa upp fallgildi i hornpunktum-hyrnanna til pess

ao skilgreina otvireett samfellt linulegt fall & kéflum.
i T Sidan er linulegt bestunarverkefni notad til pess ad
lagmarkax — ¢” x, (6)  reikna Gt Lyapunov-fallid med pvi ad reikna fallgildi
m.t.t. skordannaCx < b, x > 0, pbess i hornpunktunum. Pad ad Ut fra Uttaki reikni-
ritsins megi alltaf stika Lyapunov-fall er svo haegt ad
bar semr, s > 0 eru heilar tSlur(’ € RS*" erfylki, ~Sanna med pvi ad syna fram & ad linulega bestunar-
b € R* ogc € R eruvigrar ogc < y pydirz; < v; verkefn_ia haﬁ gjaldgeng,a lausn ef mengi Lyapunov-
fyrir 6l i. Fellid x — ¢’ er kallad kostnadarfall falla fyrirkerfid er ekkitomt.
linulega verkefnisins og skilyrdieix < b ogx > 0 . par sem Lyapuonv-fallig er skllgrelnt'ut fré fall-
eru saman kalladar skordurnar. Gjaldgeng lausn lif@ildum i hompunktumn-hyrnanna og & ad vera
lega bestunarverkefnisins er vigure R” sem upp- lInulegt a kéflum er naudsynlegt og naegjanlegt ad
fyllir skordurnar, p.ey > 0 0og Cy < b. Fjdlmérg sn|6meng|_ ser_hverra tveggp_a—hyrna sék-hyrna,
reiknirit eru pekkt til ad leysa Iinuleg bestunarverk-F < 7. skilgreind af sameiginlegum hornpunktum
efni, t.d. hid pekkta hyrnurit [12] og innri punkta 7-hyrnanna. bessumarkmidi er nad med pvi ad buta
reiknirit [11]. Mbgulegt er ad finna gjaldgenga lausnl¥: 1" 1 72! n-hymur af gerdinni
(6) med pvi ad innleida slakbreytur (slack variables)S,, := {x € [0, 1]”|ma(1) <o) <o S Tam) )

Smidi Lyapunov-falla med linulegri bestun
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par semx hleypur yfir 61l stok uppstokkunargrapu i (3) og leida Ut nakveema formulu fyrir hyrnubGtun-
{1,2,...,n}. Med hlidrunum, speglunum og skél- inni.
un & pessari batun mé sidan buta allt skilgreiningar- | badum sénnununum verdur ad skera (Gt ein-
mengid & samsvarandi hatt eftir porfum. hverja grenndD hnitamidjunnar Ur skilgreiningar-
Nakvaem framsetning skorda og sénnun peswmengiLyapunov-fallsins. Grenndin ma vera eins litil
ad gjaldgeng lausn peirra stiki Lyapunov-fall erog veravill og getur petta pvi ekki talist stor galli. Ef
mjog long. Sénnun & pvi ad alltaf sé haegt ad stikAnitamidjan er veldisvisisstodug er hvort ed er avallt
Lyapunov-fall med linulega bestunarverkefninu efmégulegt ad reikna Gt (1itid) undirma a Ray um
hnitamidjan er adfellustodugur jafnvaegispunktur odginitamidjuna med linugeringu (1) og med pvi ad lata
Gtleidsla formalu fyrir batun sem leidir til tryggrar D C R tapast engar upplysingar. Ef hnitamidjan er
tilvistar gjaldgengrar lausnar linulega bestunarverkeinungis adfellustddug er petta steerri galli, pvi engin
efnisins ef hnitamidjan er adfellustédug er ennp&@lmenn adferd gefur undirmatiay. | pessu tilfelli
lengri. Hér latum vid naegja ad stikla & storu vardandiryggir stikada Lyapunov-fallié ad
pessi atridi en visum ad 6dru leiti til vidaukans, par I . <b
sem pessu eru gerd nokkud nakveemari skil, og til P le® &2 <
[1, 2, 7, 8] fyrir nAkveemar sannanir. ) ) o
Lj6st zetti ad vera ad litil vandkveedi eru & as (Y!Ir sammengiallraR.., p.aR. := V ([0,h)uD
feera skilyraig(L1) sem linulega skordu, vandamali S€ Piappad 1, ogb > 0 ma velja fyrir fram og eins

er ad (tfzera skilyrdigL2). | gréfum drattum e(L2) Iit.i.6 og vera vill. _Taka sk:_:ll fram ad hingaértil hefur
tryggt med pvi ad krefjast pess & sérhverfyrnu hofund} glltaf tekist :316 stika Lyapupov:fall i grennd
74 bltunarinnar ad hnitamidjunnar ef hidn er veldisvisisstooug.

Daemi um stikud Lyapunov-féll og lokaord
i lok pessarar greinar er videigandi ad syna nokkur

fyrir alla hornpunktax n-hyrnunnar, par serfv Vs, deaemi um notkun linulega bestunarverkefnisins vio
er stigull Lyapunov-fallsind” & n-hyrnunniH og stikun Lyapunov-falla. Fyrsta deemid er Lyapunov-
Ey, er fasti sem tryggir ad fall

=[xl = VVi - £(x) + B[ Vi1 (8)

VEiva . [-1.056,1.056)> — R,

2
—lyllz = Vi - £(y) stikad Ut fra lausn linulega bestunarverkefnisins fyrir

1), par sem
fyrir 6ll y € 'H, ef (8) er uppfylit fyrir alla horn- (1). par's

punkta. Pad ad i (1) sé tvisvar samfellt deildanlegt f(z,y) = -y 9)
fall er notad vid Gtleidslu formdlu fyrir fastanB . Y z—y(l— 2%+ 0.12%)

Sonnun héfundar a pvi ad alltaf sé heegt ad | . :
akvarda Lyapunpov-fall Gt fra linulega bestunar- A mynd 1 er graf stikada Lyapunov-falisins

verkefninu ef hnitamidjan er adfellustodugur jafn-te'zr_]aa t"?‘g ofan (l)<g aétn;a_Sag ?_r samank}uh&_} ur-a
veegispunktur byggist & pvi ad velja nogu smatndirmaticas samkvaemt stikaoa Lyapunov-failinu

mdskva hyrnubltun i addrattarmengi hnitamiE)junn(St".aerra menglé)Tog venjulega fer.nlngs Lyapunov-
ar, setja sidan gildi Lyapunov-fallsins (2) inn |'skor<"3—fa"Inu V(_)_() = X Px (sporbaugurinn), par seif
urnar og synasvo fram a ad allar 6j6fnur séu uppfyllt-er lausn Jofnunn_ar (5). .

ar. pbetta sannar ad mengi gjaldgengra lausna verk- Annad deemid er stikad Lyapunov-fall,
efnisins er ekki tomt og par sem til eru reiknirit sem Vvive . 1-1.686,1.686)> — R,

finna gjaldgenga lausn ef slik lausn er til er petta

sénnun & pvi ad alltaf sé heegt ad stika LyapunoW¥rir (1), par sem

fall Gt fra uttaki reikniritsins. Athuga ber ad gildi y

Lyapunov-fallsins i (2) eru ekki pekkt heldur byggja f(z,y) = (_m Ll y> - (10)
einungis a tilvistarsetningu. Pad sama er uppi a ten- 3

ingnum ef hnitamidjan er veldisvisisstédug, nema mynd 2 eru syndar samskonar myndir fyrir petta
hvad, ad i pvi tilfelli er haegt ad nota Lyapunov-fallid fall og eru a mynd 1.
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Mynd 1. Ad ofan er graf Lyapunov-falls fyrir verkefni 15 !
(9), stikad ut fra lausn viokomandi bestunarverkefnis, og
ad nedan er undirma . 15 1 05 0 05 1 15

X
Mynd 2. Ad ofan er graf Lyapunov-falls fyrir verkefni
A mynd 3 eru sému upplysingar og & mynd 1 Og(10), stikad at fra_lausn viokomandi bestunarverkefnis, og
mynd 2 fyrir stikad Lyapunov-fall, ad nedan er undirmat an.

vive . ([-23.967,23.968])* \ R2,) | pessu daemi er hnitamidjan einungis adfellu-
U[O 1.647)2 — R stédugur jafnveegispunktur og ekki veldisvisisstto-
’ ugur eins og i deemunum a undan. Pad er pvi ekki
fyrir (1), par sem haegt ad nota jpfnu (5) til ad reikna at stadbundid
Lyapunov-fall. A mynd 4 er graf stikada Lyapunov-
—2z + 2y fallsins teiknad. I midjunni & nedri myndinni er fern-
f(z,y) = ( —y 4y ) : 11 ingurinn pad sveedi par sem Lyapunov-fallid er ekki

skilgreint, minna sveedid sem umlykur ferninginn er
[ pessu tilfelli er ekki haegt ad nota (stort) fern-pad addrattarmengi sem Lyapunov-fallid tryggir og
ingslaga skilgreiningarmengi pvi kerfid hefur annarsteersta svaedid a myndinni er undirmat Lyapunov-

jafnveegispunkt (s6dulpunkt)i, 2). fallsins @ mengi peirra punkta sem dragast ad ad-
Sidasta daemid er stikad Lyapunov-fall, drattarmenginu.
Til marks um notagildi peirra adferda sem hér
Vive . [-1,1]"\] - 0.133,0.133[" — R, hafa verid kynntar visum vio & nokkrar athugasemd-
ir i fagtimaritum og békum. bannig ritar hinn pekkti
fyrir (1), par sem byska steerdfraedingur Wolfgang Walter i bok sinni

5 [14] um venjulegar deildajéfnur,Determining, or
Fo.y) m ( 2°(y = 1) ) . (12) At least estimating, the domain of attraction is a

—(1;“7)2 - # problem of great practical importancedg, There is
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these theorems do not help in the practical search
for an auxiliary function. The mere knowledge that
a function exists is, however, better than nothing. At
least we know that our search is not hopeless.”
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Mynd 3. Ad ofan er graf Lyapunov-falls fyrir verkefni

(11), stikad ut fra lausn viskomandi bestunarverkefnis, og

ad nedan er undirmaag. Mynd 4. Til vinstri er graf stikads Lyapunov-falls fyrir (12)
og til haegri er hid tilheyrandi addrattarmengi og undirmat

no general recipe for constructing Lyapunov functi-RAtt

ons. In specific cases one may rely on experience |

and examples; some imagination is also helpful.* A heimasidu hofundar http://www.traffic.uni-

beer nidurstddur sem hér hefur verid fiallad um settduisburg.dethafstein er C++ kodi til ad stika-vio

ad reynast notadrjugar i styrifraedi og 68rum staerglyapunov-foll og teikna stikud tvivié Lyapunov-foll.

raunvisinda- og verkfraedigreinum par sem venjuP€ir sem hafa ahuga a ad reikna (it Lyapunov-foll fyr-

legar deildajofnur og stodugleikar jafnvaegispunktér onnur kerfi en i deemunum hér eru hvattir til pess.

koma mikid vid ségu. Pad er mogulegt ad alhaefa paer nidurstodur sem hér
Adrir eru enn svartsynni, Hassan K. Khalil ritar VOru kynntar fyrir timahadar venjulegar.deildaj('.jfnur

1992 um andhverfusetningarnar i [4lost of these 09 timahad Lyapunov-foll og er pad eitt af visinda-

converse theorems are proved by actually constructégum viéfangsefnum héfundar.

ing auxiliary functions that satisfy the conditionsSummary: A linear programming problem is pre-

of the respective theorems. Unfortunately, almostented, of which every feasible solution parameter-

always this construction assumes the knowledge @fes a Lyapunov-function for a given autonomous

the solutions of the differential equation. Thereforedynamical systent = f(x). The only restriction is
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that the functiorf should be of clas€?. Further, a Um héfundinn: Sigurdur Freyr Hafstein er faeddur i
constructive converse Lyapunov theorem based dReykjavik 1973 og lauk stiidentspréfi fra Menntaskélanum
the linear programming problem is discussed. Thé Reykjavik 1993. Hann nam steerd- og edlisfreedi
theorem is proved by showing that if the origin isvid Haskoéla Islands 1993-1994 og vid Georg-August
an asymptotically stable equilibrium point, then itHaskdlann i Gottingen 1994-1996 par sem hann lauk
is possible to assign values to the constants angrdiplom préfi i steerdfraedi. Hann nam steerdfraedi vid
variables of the linear programming problem, suclGerhard-Mercator Haskélann i Duisburg 1996-1998 par
that the constraints of the linear programming probsem hann lauk Dipl.-Math. préfi 1998 og Dr.rer. nat.
lem are fulfilled. Several examples of Lyapunov-profi 2002. Samhlida ritun doktorsritgerdarinnar vann
functions parameterized by the linear programmingann ad umferdar- og flutningarannséknarverkefnum fyrir
problem are given. Westdeutsche Landesbank og Deutsche Bahn - Cargo og
R fékk styrk frd Deutsche Forschungsgesellschatft til rann-
Heimildir s6kna & hluta pess efnis sem hér var fjallad um. Fra
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Vidauki

Hér verdur farid nokkud nadkveemara i steerdfraedina & bakgidrstioour pessarar greinar. Fyrir fullan skiln-
ing & steerdfreedinni er p6 meelt med lestri [1, 2, 7, 8] par sefrshma eru gerd mun betri skil. Fyrst
skilgreinum vid hyrnubitun &™ og fallamengi sammfelldra linlegra falla & k6fluBPWA (continuous
piecewise affine) & pessari butun. Linulega bestunarvetkBP (f, d, y, || - ||) til smidi Lyapunov-falls fyrir
afleioujéfnuhneppid (1) er sett fram og utdrattur & sonnumi&p gjaldgeng lausn linulega bestunarverk-
efnisins stikiCPWA Lyapuov-fall fyrir (1). Ad lokum gefum vid einfaldada sonma pvi ad ef hnitamidjan
er adfellustddugur jafnveegispunktur (1), pa er heegt adfgstam og breytunL.P(f, d,y, || - ||) télugildi
b.a. skordur verkefnisins séu uppfylltar. Pad sidara et bé&gota til ad hanna einféld reiknirit sem tryggja
pad ad avallt sé heegt stika Lyapunov-fall med linulega Inestierkefninu [2].

Fallamengid CPWA

LatumN > Overaheilatdluog = yo < y1 < ... < yy Verarauntolur. P4 eraugljoslegatil nakveemlega eitt
samfelltfall P : [0, N] — [0, yn] p.a. einskordud® a sérhvert bifi,i+1],7 = 0,1,..., N —1, er linuleg,

0g pannig adP (i) = y; fyriréll ¢ = 0,1,..., N. Vid skilgreinum fallioPS: [-N, N|" — [—yn,yn]"
med formulinni

PS(x) := Y _sign(x;)P(|zi|)e;,
i=1

par sere; tdknari-ta einingarvektorinnR™ ogsign(z) er1 efz > 0 og annars-1. Vid tAknum medym,,
uppstokkunargripdl, 2, ..., n} og skilgreinum fyrir sérhver¢ € Sym,, hyrnuna

Se i ={y €R" 0 < yot) < Yo(2) < -+ < Yo(n) < 1}

Ad lokum taknum vid med3({1,2,...,n}) veldismengi{1,2,...,n} og skilgreinum fyrir sérhvery <
m({la 2,... ,n}) fallio R .R" — R" med

n

RY(x) =) (1) ase;,

i=1

par semy, : {1,2,...,n} — {0,1} er kennifall (characteristic function) mengisigd Samfellt fall
G : [~yn,yn]" — Rerstak ICPWA[PS [N, N]"|, p.p.a.a. einskordun pespgr7 (54 5,)) & MeNgid
PS(R7(z + S,)) sé linuleg fyrir sérhvert7 € P({1,2,...,n}), sérhverts € Sym,, og sérhvertz €
{0,1,...,N — 1} [ kafla 4 i [7] er sannad ad

CPWA[PS [-N, N]"] — RCNHD" - Gy (02)ze{~N,~N+1,....N}">

par semu, = G(PS(z)) fyrir6ll z € {—N,—N +1,..., N}", sé einsm6tun vigurrima. Af pessu leidir
ao fall f CPWAIPS, [—N, N]"] er skynsamlega skilgreint og 6tviraett akvardad af gildumursi 4 strjala
menginu{_yN7 —YN—-1,---5Y0, Y1, ayN}n'

Linulega bestunarverkefnioLP(f, d,y, || - ||)

Litum akerfid (1). LatumV > 0 veraheiltdlu od) = yo < y1 < ... < yn verarauntdlurp.d—yn, yn|™ C
U. Vid skilgreinumPS : R® — R™ med hjalp fastanngy, 31, ..., yn €ins og ad ofan og laturd vera
heiltdlu,0 < d < N. Vid latum|| - || vera eitthvert norm &™. Linulega bestunarverkefnléP (f,d,y, || - ||)
er ni smidad & eftirfarandi hatt:
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i) Vid skilgreinum mengin
X”H = {HXH| X € {yanh s 5yN}n}

0g
g = {_va_nyla"'7y07y17"’7yN}n \ {_ydflv_yd727"'ay07y17"'aydfl}n~

i) Fyrir sérhverto € Sym,, og sérhvert = 1,2,...,n + 1 skilgreinum vid vigurinn

n
o .__ .
X, = E e‘,(]).
j=i

i) Vid skilgreinum mengid
Z:=[{0,1,...,N—=1}"\{0,1,...,d — 1}"] x P({1,2,...,n}).
iv) Fyrir sérhvert(z, J) € Z skilgreinum vid vigurinn
vy = PSR (z+x7))
fyrir sérhverto € Sym,, og sérhvert = 1,2,...,n+ 1.
v) Vi@ skilgreinum mengi allra nagrannapunkfasem
V=5 5D 9) € Zogh € (1,2, n}).

vi) Fyrirsérhvert(z, J7) € Z ogsérhvert,s = 1,2,...,nlatum vidB{“7) verarauntslufasta pb.a. 6jafnan
O fi
X
02,0%

B#7) > max sup
=12, x ePS(RT (2+10,1["))

sé uppfyllt.
vii) Fyrir sérhvert(z, J) € Z, sérhvertk,i = 1,2, ...,n og sérhvert € Sym,, skilgreinum vid

z,J z,J z,J
Ag,k,i) = ey - (Yc(m ) y((f,n+)1)|~

viii) Vid latume > 0 ogd > 0 vera einhverja rauntdlufasta.
Breytur linulega bestunarverkefnisins eru:
Wlz], fyriroll z e xI,
[[z], fyriroll z e xI,
Vix], fyrirdll x € G,
Cl{x,y}], fyrirdll {x,y} €.
Skordur linulega bestunarverkefnisins eru:

LC1) Latumzy,zo,...,zx vera stok¥!I'l { vaxandi r6d. P& eru skordurnar
\If[ajl] = F[.”L'l] = 0,
ET2 S \I/[(EQ},
exe < F[IQ]

og fyrir sérhverti = 2,3,..., K — 1:
Y[wi] = Wlwia] _ Plzig] - Wz
Ti— X1 Tipl — X

og
P[{EZ] — F[l’ifl]

Ti — Tij—1 Tit1 — Tj

Dlzita] — Tl

IN
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LC2) Fyrir sérhvertx € G:
Pllxl] < V[x].

Efd = 0 setjum vid
vio] = 0.

Efd > 1 péa setjum vid fyrir sérhvert € G N {—ya, —Yd—1,- -, Y0, Y1, - -, Ya } "

Vix] <¥[ min |y[] -0
Iyllco=yn

LC3) Fyrir sérhvert{x,y} € V:
—Cl{x ¥} Ix =yl = VIx] = Vy] < C{x,¥}] - IIx = ¥ -

LC4) Fyrir sérhvert(z, J) € Z, sérhverts € Sym,, og sérhvert =1,2,...,n+ 1:

= Ve - Vi)
z,J o, o,7+1 z,J
Ty =3 i ek

(z,7) (z,7)

j=1 €o(j) (yg,j - yo,j—i—l)

1 < z 2,7) (2,7 2.7 2.7) (2.7
+5 2 BEDAZD AT + AT Y Clye v
r,s=1 j=1

Tolugildi fastanna > 00gd > 0 hafa ekki &hrif 4 pad hvort linulega bestunarverkefnid hgfaldgenga
lausn eda ekki. Eftil er gjaldgeng lausn fyrir einhver téldige := &’ > 00gd := §’ > 0, paer til lausn fyrir
olltolugildie : e* > 00gd := §* > 0. Til ad sja petta er nég ad margfalda 6l t6lugildi breytahgjaldgengu
lausninni medmax{c*/e’,0*/¢'}. Pad er engin porf fyrir kostnadarfall linulega bestunakeérisins til
smidi Lyapunov-fallsins, en pad er haegt ad nota pad til p@saka akvedin Lyapunov-foll fram yfir 6nnur.

Gerum nu rad fyrir pvi ad vid pekkjum einhverja gjaldgengasta linulega bestunarverkefnisins. ba
getum vid notad gildi breytanna i gjaldgengu lausninni¢isp ad skilgreina follin, v : [0, +oo[ — R 0og
Vive: [—yn,yn]® — R & eftirfarandi hatt:

Latum sem fyrrzy, 2o, . . ., 5 vera stokX'!I'll i vaxandi r6d og skilgreinum linuféll & kéflum med

Vwip1] — Vz;]

o
P— (y — i)

U(y) = V[z] +
og
Dlwiy1] — Dz
Tit+1 — T;
fyrir 6l y € [z;,z;41] 0g Ol = 1,2,..., K — 1. Fallgildi ) og~ &]z k, +oo] skipta litlu mali, en til ad
hafa allt rétt skilgreint setjum vid

Y(y) = Tlai] + (y — i),

\IJ[IK} — \IJ[IK_l]

Tk —TK-1

P(y) = V[zg ] + (y — 1)

og
F[QTK] — F[fol]

TK —TK-1

fyrir 6ll y > xx. Fallid VL¥e € CPWA[PS [~ N, N]"| er skilgreint med pvi ad setja

(y —wx_1)

Y(y) ==Tlrx_] +

VEive(x) .= Vx|
fyrir 6ll x € G.
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pad er ekki erfitt ad sja ad &fC1 leidir ad+ and~ eru stranglega vaxandi kupt (convex) féll og ad af
LC2 leidir ad

Y(lxl) < VFe(x)

fyrir 6ll x € [—yn,yn]|"\] — ya, ya[". Par med er synt fram & ad fallid-ve uppfyllir skilyrdid (L1) &
[—yn, yn]™\] = ya, yal"-

Vid snGum okkur nd ad pvi ad syna fram alaéve uppfylli skilyrdid (L2) &[—yx, yn]™\ | —ya, va[™. Til
pess veljumvid eitthvert € [—yn, yn]™\ | —v4, ya[™* @f handahofi. Pa erutil, e.t.v. fleirieneitt, J) € 2
0go € Sym,, p.a.x er i hyrnunniH sem spénnud er ngf,zl ,yf,zf), . ,yf,zn‘?l betta pydir ad til eru fastar
A1, A2, -+, Anyr @ bilinu [0, 1] p.a.

n+1 n+1

X*Z)\y(z‘ﬂ og Z)\izl.
i=1

Afpvi ad einskorduiv L¥@ & hyrnundH er linuleg er til viguw € R ogfastia € Rp.a. V¥ (y) = w-y+a
fyrir 61l y i hyrnunni’H og afLC3 leidir ad

n z,J z,J
Viys 7 - viy®T)

1
Iwil = 2
J ,J

j=1 €o(j) - y((sz ) ygz,j+)1)

z,J z,J
el <Y Cliy®” y&D.
j=1

i[7, 8] er sannad ad

n+1 n+1 "
If (x Z” W oo < ZA S BED AED (AET) . 45D
r,s=1

3¢

Svo

n+1 n+1
Z)\W fy=7)) + (f(x)—zkif(xf;‘”))
=1
n+1 n+1
<2Aw £(y57) + [l [1£(x foyffﬂ )llos

n n Z J7 z, J
>~ 7 (z, .7) (z,7) o(j)
j=1 ea’(j) (yc'] o‘]+1)

Z BEDABD (ABD) 4 45T Oy D) ,yfj]il}]>
j=1

r,s=1
og af pessari 6j6fnu og skordununc4 leidir ad

n+1
y(lIxll) = Z ALy &0 = w - £().

par med er ljost a® v uppfyllir skilyrdié
i sup V(B 6) + sE(D(1,€)) — VI (1, £))

s—0+ S

< —(llo(t, &I,

al—yn, yn]™\] — va, ya[", p.€.(L2), og V £¥@ er Lyapunov-fall & pessu mengi.
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Soénnun a uppbyggjandi andhverfusetningu

Af setningu 24 i kafla 5.7 i [13] leidir, ad ef hnitamidjan efelfustodugur jafnvaegispunktur kerfisins (1)
oga > 0 er einhver fasti p.a—a, a|™ er hlutmengi addrattarsveedisif&, pa eru til foll o, 5 ogw Ur
menginuk’ og tvisvar samfellt deildanlegt faW : [—a, a|” — R, p.a.

a(llx[) <W(x) < B([x[)) og VW(x)-f(x) < —w(|x]])

fyrir 6ll x €] — a,a[™. Ad auki ma gera rad fyrir pvi &n skerdingar & vidgildi a®dg w séu kapt foll.

Vi@ eetlum ad syna ad mogulegt sé ad stiidWA Lyapuov-fall fyrir (1) & mengind—a, a]™ \ NV, par sem

N er einhver fyrirfram gefin grennd hnitamidjunnar sem ma \ens litil og vera vill. Vid sdnnum pessa

stadreynd med pvi ad velia> 0 og vigury p.a.[—d,d]" Cc N ogLP(f,d,y, | -||) hafi gjaldgenga lausn.
| peim tilgangi setjum vid

*

I:uin = Oé(xmin)

min ||x|| og §:=

lIx]lcc=a

og l&tumm* vera minnstu nattdrulegu télurga- 0) p.a.

a a ., n
(=g )" © fx € RP[B(Ix]) < 6} -
Vid setjum
1 ow
T e X 7= 5, e = mindalaT)), = e 50 )‘
og akordum fasta p.a.
3 fi
B > X X)| .
iki=1.2,..n | Ox, 01
x€[—a,a]™
Vid setjum
I£(x)]l> W n*BC
A= s B*:=n- Cr =
N P S e 2
x#0

x€[—a,a]

og latumm > m* vera minnstu heilu téluna p.a.

a V(2% A* B*)? + da*w*C* — 2* A* B*
2m = 2C*

(13)

0g setjum
d:=2m "

A3 lokum setjum vidy := a27™(0,1,...,2™)T og
B®J) .= B, fyriroll (z,7) € Zogollr,s=1,2,...,n.

Par med er buid ad Gthluta 6llum fostum linulega bestun&efrisins télugildi og ef okkur tekst ad Gthluta
6llum breytum verkefnisins tdlugildi p.a. skordurnatl, LC2, LC3 ogLC4 séu allar uppfylltar fyrir pessi
gildi & féstunum og breytunum, pa héfum vid sannad uppbygtijandhverfusetningu. bessi stadreynd er
bein afleiding pess ad til eru reiknirit sem avallt finna ggadga lausn svo framarlega ad slik lausn sé til. Vid
Gthlutum nu breytunum eftirfarandi gildi og sénnum svo aérékirnarLC1, LC2, LC3 og LC4 séu allar

uppfylitar fyrir pessi gildi.
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Vid setium¥(z] := a(z) og T[z] := w*z fyrir 61l z € X'l og V[x] := W (x) fyrir 6ll x € G og
Cl{x,y}] := C fyrir 6ll {x,y} € Y. Med pessum gildum & breytunum er audvelt ad sja ad skorburna
LC1 ogLC2 eru uppfylitar og ad.C3 leidir beint af medalgildissetningunni. Vid sndum okkui peint ad
skordununlLC4 sem eru fléknasta tilvikio.

Vid veljum (z, J) € Z ogo € Sym,, af handahdfi. Til ad syna ad skorda€4 sé uppfyllt purfum vid
ad sanna ad

n (2,7) (2,7)
z,J ya’ ] V[ya' 1] J
Plllyes” = Y0 == ot vei”) (14)
=1 €a() (Yo o) +1)

E z z,J z,J z,J z,J z,J
+ 5 Bﬁs,j)Az(T,r,i)(Az(f,s,i) + Afr,s,l)) E C[{yz(y,j )’ yl(J',J+)1}]'
Jj=1

r,s=1

Med peim télugildunum sem vid héfum Gthlutad fostum og bueyLP (f, d, y, || - ||) er 6jafnan (14) uppfylit
ef

(z,7) (2,7)
2 Wlys '] = W] ]
W ly® 7| > Z 2

Yo j+1 z,7) *

z,7J) (ZJ; f"(])(yff i ) + h2C

j=1€o(j) (yUJ ya,]Jrl)

par semh := a27™. NU leidir af medalgildissetningunni og pvi adx) > 2w*x fyrir 6ll x > z* ad
n W[ (ZJ)] W[ (ZJ)}

Yo , z, *
] (2,9) (z]}_1 fU (4) (yfr zJ)) +h*C
Jj=1 eU(i) (yO',] yo j+1)

S (W) - WG oW ) e

:Z (z,7) (z,7) 3€ ( ) fcr (y,” )

ef’(]) (ya,g _yangl) (4)

+ VW (=) £y @) 4 n2C

n W[y(gzj-j)] W[yz(fzji)l] ow (2.9) (2,7)
@d) _ @)y OE Voi ) | e 1ot (¥oi Dl

Jj=1 eU(j) (ya,] yo’]-‘,—l) a(4) 9

—w(lly&7) + e

< B*hA*Hyﬁf,ﬂ)n 2w* [y %7 || + h2C™.

j=1

svo ef

Wy 7 Il = hAT BT |y | - 207y 55 + W e
ba er ¢jafnan (14) uppfyllt. En pad ad pessi sidasta ojafn@edyllt er afleiding pess ad
C*

02hA*B*—w*+h20 S
z Iy

B* —w* + h?

sem leidir beint af (13). bar med er sénnununni lokid.
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