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Agrip Télvunotkun vid rannsoknir innan vixlinnar algebru er mjog utbreidd. Vid lysum hér nokkrum
grundvallaratridum vardandi pessa notkun og synum daemi par sem télvureikningar gafu af sér tilgatu sem
sidan var sénnud med hefdbundnum adferdum. Vid gerum skil helstu forritapokkum sem i notkun eru og
bendum & nyjustu baekur innan svidsins.

1. Inngangur

Hér verdur stuttlega lyst hvernig nota ma tolvur vid rannséknir i vixlinni algebru og svipalgebru. Efninu eru &
engan hatt gerd teemandi skil enda afar viofedmt.

Vid byrjum & ad rekja pé proun sem &tt hefur sér stad innan vixlinnar algebru med tilkomu télvualgebru og
nefnum nokkur demi um hvad hagt er ad reikna. Vid lysum svokdlludum Grébner-grunnum, sem eru bakjarl
flestra forrita sem notud eru i vixlinni algebru, og synum demi um hagnytingar peirra. Vio skodum pvi nast
deaemi Ur eigin rannsoknum hoéfundar par sem télvureikningar leiddu til tilgatu, sem sidan var hagt ad sanna med
hefdbundnum adferdum svipalgebru. Vid synum med daemi hvernig notkun & einum forritapakka, Macaulay?2,
fer fram og ad lokum bendum vid & helstu baekur og forritapakka sem notadir eru vid reikninga i vixlinni
algebru.

2. broun og saga

Um midjan sjounda aratug sidustu aldar komu Grébner-grunnar fram & sjénarsvidid. beir voru uppgétvadir af
H. Hironaka [11], sem kalladi pa stadalgrunna, og 6had honum af B. Buchberger [5] sem kalladi pa Grébner-
grunna eftir leidbeinanda sinum W. Grébner. H6fst pa préun nys rannséknasvids sem kalla meetti vixIna reikni-
algebru (e. Computational Commutative Algebra) og sem einkum feast vid hvernig og hvada fyrirbeeri vixlinnar
algebru sé heegt ad reikna a vidunandi 16ngum tima.

A 4ttunda aratugnum betrumbaetti Buchberger hugmyndir sinar, gerdi paer adgengilegri og forritadi reiknirit
sin. Um svipad leyti urdu télvur nothefari og folk sem stundadi rannsoknir i vixlinni algebru gat na reiknad
daemi sem &dur var einungis haegt ad lata sig dreyma um. betta hefur sidan vakid upp margar nyjar spurningar.
Reikniritid hefur pétt ahugavert Gt fra sjénarhorni algebru og ramfreedi, og pad kemur vida vid ségu par sem
beitt er algebrulegum adferdum vid lausnir & hagnytum verkefnum.

3. Hvad er haegt ad reikna?

pau verkefni innan vixlinnar algebru par sem t6lvur geta komid ad g6dum notum eru margvisleg. Vié nefnum
hér nokkur atridi og forum gegnum helstu skilgreiningar sem parf.

Hilbert-r6d: Baugur R kallast stigadur (e. graded) ef skrifa ma hann sem beina summu, R = @, oy R, pannig
ad R;R; C R,y ; fyriroll i, j. Stak i R; kallast einsleitt (e. homogeneous) stak af stigi j. i8al i R er einsleitt ef

pad er spannad af einsleitum stokum. Stigadur motull yfir R er motull M asamt lidun M = &, M;, pannig
ad R;M; C My ; fyriroll i, j.
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Deemi um stigadan baug er vixIni marglidubaugurinn P = k[z1,...z,], par sem k er svid. Vid getum
skrifad P sem beina summu P = Py, @ P, @ -- -, par sem P; er mengi allra einsleitra marglida af stigi j
(einsleit marglida af stigi j er summa einlida af stigi j). Ef I er einsleitt idal p4 er P/I stigadur métull yfir P.

Ef vid latum M vera endanlega spannadan motul yfir P pa er Hilbert-fall M skilgreint sem H s (s) :=
dimy My, p.e.a.s. vidd M, sem vektorrims yfir k. Hilbert syndi ad til er einkvaemt akvordud marglida Py (s),
af stigi < n, pannig ad fyrir stor s er Hy(s) = Pa(s). Pessi marglida kallast Hilbert-marglida M. Vid
skilgreinum Hilbert-r6d métulsins M sem hp(t) = 3,50 dimy, M;tt. Syna mé ad Hilbert-rodina ma skrifa
sem reett fall £(¢)/(1 — )™, par sem f(t) er marglida med heiltélustudlum.

Hilbert-réd og Hilbert-marglida baugs R fela i sér mikilvaegar algebrulegar upplysingar um bauginn (t.d.
Krullvidd og Betti-tdlur) sem og rimfradilegar upplysingar um métsvarandi viderni (t.d. vidd og gradu). bad
er pvi mjog ahugavert ad geta reiknad peer Ut.

Deemi: Latum P = k[z,vy, 2] og I vera idalid spannad af 2%, zy, yz, z22,y3 og 2*. b4 er I einsleitt idal svo
P/ er stigadur métull yfir P. Med pvi ad telja einlidur af hverju stigi sést ad hp/r(t) = 1+ 3t + 3t> + 1.

Okstodumotull: Fyrir idal I, spannad af fi,. .., fs, viljum vid reikna okstddumétul (e. syzygy module) idals-
ins, p.e.a.s. P-métulinn

SyZP(fla"'afs) :{(gla"'ags) EPS|g1f1+'--+gsf8:(]}.

Frjals uppleysing: Fyrir motul M skilgeinum vid frjalsa uppleysingu & M sem fleygada lest af frjalsum motl-
um
FiovoaFp—= -2k 2 F—->M=0

Ef M er métull yfir P er alltaf til endanleg frjals uppleysing en ef M er métull yfir P/I er uppleysingin
6endanleg. I fyrra tilvikinu felur uppleysingin i sér ymsa algebrulega eiginleika M, svo sem dypt yfir R, ef gefin
er stysta uppleysingin getum vid t.d. skorid ar um hvort métull er Cohen-Macaulay, ef viss samhverfa kemur
fram i viddum frjalsu métlanna Fy, .. . pa er métullinn Gorenstein eda hugsanlega fullkomid snid (e. complete
intersection). I badum tilvikum er frjals uppleysing notud til ad reikna svipgrpur og hjasvipfreedigrapur (Tor
og Ext). Viddir frjalsu métlanna Fy, . . . kallast Betti-tolur motulsins M. Ef frjals uppleysing er pekkt ma lesa
studla marglidunnar f (sem er teljari Hilbert-radar) Gt ur Betti-tolum.

Viss hugtok ar vixlinni algebru eru ekki skilgreind hér ad ofan. Vid bendum lesanda & kennslubakur i
faginu, t.d. [7], &n pess p6 ad pad sé skilyrdi fyrir ad skilja framhaldid.

Ein grundvallarforsenda pess ad geta reiknad i R = P/I er ad vid hofum leid til ad skera ar um hvenzr tvo
stok h og g i P/I eru sama stakid, p.e.a.s. ad skera r um hvort h — g € I:

e Gefid f € P, hvernig getum vid dkvardad hvort f € I? (Ideal Membership Problem)
Daemi: Er 22y22° + y22° i idalinu I = (22 + zz,zy + y2,yz + 22)?

Vid vitum ad sérhvert idal i marglidubaugnum er endanlega spannad, p.e. til eru f1,..., fs pannig ad
I ={(f1,...,fs). Svo ad spurninguna mé umorda sem:

e Erutil hy,...,hs € Ppannigad f = fihy + -+ fshs?

Fyrir marglidur i einni breytisteerd er einfalt ad skera Gr um hvort stak sé i idali. Baugurinn k[x] er hof-
udidalabaugur svo sérhvert idal I er & forminu I = (g(z)) og pvi

f(z) € I bpaag(z) | f(x)

og vid gongum ar skugga um petta med venjulegri marglidudeilingu. betta gefur einnig einkvaeemt akvardada
framsetningu & stokunum i k[z]/1, p.e.a.s. vid getum skrifad sérhvert f € k[z]/I sem f = g - ¢ + r par sem



Notkun a télvum vid rannséknir i vixlinni algebru 103

r = 0 edadegr < degg. Eins og flestum er kunnugt pa deilum vid peim lid i g af hasta stigi i pann 1id f sem
hefur haesta stig, p.e.a.s. reikniritid byggir a pvi ad vid getum radad lidunum i bdi f og g eftir stigi.

Fyrir marglidur i moérgum breytisterdum Gtvikkum vid deilingarreikniritid og reiknum svokalladan
Grébner-grunn fyrir idalid 1. Til pess ad pad sé haegt purfum vid rédun & lidunum i hverri marglidu.

4. Radanir & einlidum og Grdbner-grunnar
Téaknum einlidu (e. monomial) i k[z1,...,z,] Med 2® = 27" --- 28~ parsem a = (a1,...,an) € N?.

Skilgreining: Einlidurdédun & k[z1, . .., z,] er rodun > & mengi einlida = | k[z1, . .., z,] sem uppfyllir:

a. ROdunin > er linuleg.
b. Ef % > 2® og «7 er einlida, pa er z>+7 > zF+7,
c. ROdunin > er velrdoun p.e. sérhvert ekki tdmt mengi af einlioum hefur minnsta stak.

I k[x] er r6dun med tilliti til stigs eina einlidurédunin, p.e.a.s.
>ttt s> > > > L

Fyrir marglidubauga i mérgum breytisteerdum eru til margar mismunandi einliduradanir. Vid skodum hér
tveer slikar. Byrjum & a0 akveda ad
X1 > Ty > Ty

Gefio petta val skilgreinum vid:
Stafrofsrodun (e. lexicographic order): £ >;., = ef i mismuninum a — 3 € Z™ pé er pad stak, sem er lengst
til vinstri af peim sem eru frabrugdin 0, steerra en 0.

Ofug stigud stafréfsrodun (e. graded reverse lexicographic order): £ >greprer @° €f S > > Bi
edaef >  a; = >.°, B og i mismuninum o — 8 € Z™ pé er pad stak, sem er lengst til haegri af peim sem
eru frabrugdin 0, minna en 0.

Til demis i k[z,y, 2], medx >y > z, paer

3,2 2.3 2,3 3,,,2
T7YR" >lex T°YZ 00 ry z >gre'vle:1: - yz

Latum nd f € k[z1,...,z,] 0g > vera einlidur6dun. b4 ma skrifa f = Y7 ¢;m; par sem mqy > my--- >
mg erueinliduroge; # 0,4 =1, ..., s. ba kallast ¢c;m4 forystulidur f m.t.t. >, tdknad LT~ (f) og m; kallast
forystueinlida f, tdknad LM (f).

Til deemis er LTS, (32322 + 2?y?z) = 32322 og LTS .., ... (322% + 2%y?2) = z%y?2.

Vid faum na deilingarreiknirit fyrir k[z1, . . ., z,], p.e.a.s. fyrirgefnar margliour f1,. .., fs € k[z1,...,2x)
og gefna einlidurédun > pa ma skrifa sérhvert f € k[z1, ..., z,] sem

f=aifi+---+asfs+r

par sem a;,r € k[zi1,...,z,],Vi 0g annad hvort er » = 0 eda r er samantekt af einlidum sem ekki eru
deilanlegar med LT (f1), ..., LT>(fs). Vid kdllum r afgang vid deilingu med (f1,..., fs).

Skilgreining: Latum > vera einlidurédun & k[z1,...,2,] 09 I C k[z1,...,2,] vera gefid idal. Grobner-
grunnur fyrir I, med tilliti til rédunarinnar >, er mengi spénnuda G = {gu, ..., ¢9:} fyrir I, pannig ad fyrir
sérhvert f € I gildir ad LT (f) er deilanlegt med LT (g;) fyrir eitthvert 4.

Fyrir f € k[z1,...,x,] er afgangurinn = vid deilingu med Grobner-grunninum einkvaemt akvardadur og
kallast stadalframsetning f matad vid I (e. normal form of f modulo I), taknad f. Vid sjaum ad f € I pa og
pvi adeins ad f = 0.
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5. Reiknirit Buchbergers

NG lysum vid hvernig reikna ma Grobner-grunn fyrir gefid idal.
Latum f og g vera marglidur i k[z1, ..., z,]. S-marglidan af f og g er skilgreind sem

z z”

par sem 27 = MSF(LM(f),LM(g)), LE(f) er forystueinlida f og MSF er minnsta samfeldi.
Latum I = (fy,...,fs) # {0} vera idal. b4 mé4 akvarda Grobner-grunn I i endanlega mérgum skrefum
(sja t.d. kafla 3 i [8]) me0 eftirfarandi reikniriti:

9

Inn: F = (f1,..., fs) (lagmarksspénnudir)
Ut: Grébner-grunnur G = (g1, - - -, g¢) fyrir Tmed F C G.

G:=F
ENDURTAKID
G =G
FYRIR 61l {p, ¢}, p # q | G’ GERID
$:=5(p,a)°
EFS #0bPAG := GU{S}
PARTILG = G’

par sem S(p, q)G er S(p, q) méatad vid stokin i G'.

Sérhver S-marglida, sem ekki verdur nall matad vid stk sem fyrir eru, gefur nyja einlidu LT(.S), sem ekki
er i idalinu sem spannad er af LT(g) fyrir g € G. betta gefur vaxandi kedju af einliduidulum sem verdur ad
stodvast pvi P er Noetherskur. Reikniritid er pvi samleitid. Sonnun pess ad reikniritid gefi Grobner-grunn er
nokkud I6ng, sja t.d. kafla 2.6 i [6].

Demi Latum P = k[z,y] og I = (f1,f2) = (2%, 2y — y*) og reiknum Grobner-grunninn med tilliti til
stafrofsrodunnar (lex). Byrjum med G = (f1, f2). Reiknum

S(fi,f2)=y-fi—z- fo =2y — 2’y + ay® = ay’

Matum zy? vid G, sjaum ad LT (f;) = =2 gengur ekki upp i zy? en pad gerir hins vegar LT (f) = xy, svo
vid matum vid f, og faum

zy® =yfo+y°.

NG er y® < LT(f;) fyriri = 1,2 svo ad S(fl,f2)G =y3 #00gparmed G := (fi, f2,4°).

NU forum vid i gegnum reikniritid aftur og reiknum S(f1,y%) og S(f2,%%). Faum

S(fry’)=y*-2® —2* 4> =0 o9 S(f2,9°) =9* (xy —y*) —z-y* =~y
og y* matad vid G := (f1, f2,y>) gefur 0. Par med er Grobner-grunnurinn (f1, fa, ¥°%).

Almennt er 1jost ad flekjustig pessa reiknirits er mjog hatt, 22" (sja kafla 21 i [17]). Mérg dami eru hins
vegar ryr & einhvern hatt eda hafa einhvers konar samhverfu eda mynstur sem gerir pad ad verkum ad reikni-
timinn er miklu minni en a&tla metti. Mjog afgerandi fyrir badi reiknitima og steerd Grébner-grunns er hvada
rodun & breytum er valin. Bayer og Stillman [3] hafa synt ad i flestum tilfellum er 6fug stigud stafréfsrédun
(grevlex) best. betta er po ekki algilt, sja til deemis [12].
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6. Hagnytingar Grébner-grunna innan vixlinnar algebru

I pessum kafla skodum vid hvernig nota ma Grébner-grunna vid Gtreikninga i vixlinni algebru. Vid skodum
einnig hvernig nota ma Grobner-grunnartil ad leysa 6linuleg jofnuhneppi.
Vid sjdum ad gefinn G, Grobner-grunnur idals I, getum vid dkvardad stadalframsetningu f € P méatad vid
G. Vid hofum ad f € I pa og pvi adeinsad f~ =0og f = gi R = P/I péa og pvi adeins ad —¢ =0
Sem aukaafurd ur reikniriti Buchberger faum vid okstodumotulinn fyrir 1. petta gerist pannig ad sérhver
S—marglida sem verdur 0 gefur spdnnud i okstddumatlinum.

Deemi: | deeminu hér & undan fengum vid S(f1, y3)G = 0. Petta gefur:

v fr—a?-y?

Y2 hi -2 (2y® —y - fo)
=y’ h -2 ((y-fi—z-fo) —y- f2)
= fi(y® — 2%y) + fo(2® + 2°y)

0= S(f17y3)

par med hofum vid fengid sponnud (y* — z2y, 2® + 22y) i okstodumatlinum og syna ma fram & ad allir
sponnudir motulsins faist med pessum heetti.

Reiknirit Buchbergers fyrir Grobner-grunn idals ma Gtvikka til ad reikna Grébner-grunn fyrir motul. Fyrir
okstodumotulinn ma pvi eftir ad spdnnudir hafa verid reiknadir, reikna Grébner-grunn og S—marglidur og par
med okstddumatul okstédumotulsins o.s.frv. betta gefur uppleysingu & P/1.

Fyrir utan pad sem nefnt er hér ad ofan pa gefur Buchberger-reikniritid af sér adferdir til ad reikna til deemis:
mengi sponnuda fyrir INJ, (I :p J) ={x € P |z -J C I}, I Nk[zy,...zx) 0.5.frv. Reikningar & frjlsri
uppleysingu gefa af sér reikninga & ymsum staeeroum i svipalgebru, sja til deemis [16].

Eins og 40ur sagdi mé nota Grébner-grunnartil ad reikna Hilbert-r6d P/ 1. Macaulay [15] sannadi &rid 1927
ad Hilbert-rod P/I er st sama og Hilbert-rod

P/in(I) par sem in([I) er idalid af 6llum forystulidum staka i I. Pegar vido hofum G = {g¢1,...,9:},
Grobner-grunn idalsins pa vitum vid ad LT (G1), . . ., LT (g:) spannain(I). Ad reikna Hilbert-rod einliduidals
er fléttufraedilegt vandamal, sjé til demis [4].

Ad lokum skodum vid hér deemi um hvernig nota ma Grobner-grunna til ad leysa 6linuleg jofnuhneppi.
Skodum jéfnuhneppid:

?+y+z =1
z+y’+2z =1
z+y+22 =1

Latum I veraidalid (z2 +y+2 — 1,z +y? + 2z — 1,z + y + 22 — 1). Grébner-grunnur fyrir I me3 tilliti til
stafrofsrodunnar er:

g =a+y+2-1

g = yi—y—22+z
g3 = 2yz2% + 21 — 2*
gs = 28 —42* 4423 — 22

par sem upphaflegu jofnurnar og Groébner-grunnurinn gefa spénnudi fyrir sama idalid pa eru lausnir & g; =
go = g3 = g4 = 0 peer sému og & upphaflega jofnuhneppinu. Lausnir 4 g4 = O eru z = 0,1,—1 £+ /2.
Innsetning & pessu i jofnuna go = 0 gefur y og ad lokum faest  Gr jofnunni g; = 0. Allar lausnir eru:

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (=1 + V2, -1 + /2, -1 +/2), (-1 = v2,-1 - v/2,-1 - /2).
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7. Dami ur daglegu lifi algebrukonu

I pessum kafla verdur litilega kynnt deemi sem snyr ad rannsoknum héfundar og synt hvernig télvualgebrufor-
ritid Macaulay var notad til ad fa fram tilgatu sem sidan var sénnud med adferdum Ur svipalgebru.

Latum X = (x;;) 00 Y = (y;5), 4,5 = 1,...,n veran x n fylki og latum I vera idalid sem stokin i
XY — Y X spanna i marglidubaugunum P = k[Z11,- .., Znn,Y11,- - - Ynn] (Si& [14]). Fyrirn = 2er P =
k[$11,$12, Z21,222,Y11, Y12, Y21, yzz] 0og I= (513123/21 —T21Y12, T21Y11 — T11Y21 + T22Y21 — T21Y22, L11Y12 —
Z12y11 + T12Y22 — Ta2Y21).

Fyrir n = 2, 3,4 getum vid reiknad Grébner-grunn idalsins med pvi ad nota Macaulay [2] og pvi reiknad
hluta af uppleysingu svidsins k yfir R = P/I. Vid faum eftirfarandi Betti-tdlur fyrirn = 3 ogn = 4:

% 1% 2% betti qgp

; total: 1 18 161 965 4426
; 0 1 18 161 962 4356
; 1 - - - 3 70

% 1% 2% 3% betti qp3

; total: 1 32 511 5449
; 0 1 32 511 5442
; 1 - - - 3
: 2 - - - 4

Toélurnar i toflunni eru viddir i stigudu Yoneda algebrunni
Exty(k, k).

Télurnar f fyrstu rédinni svara til hlutalgebrunnar Ext  (k, k) sem einnig kallast Koszul-nykur baugsins, taknad
med R'. Vid vitum ad petta er Hopf algebra og par med hjlpalgebra stigadrar Lie algebru

R=Ulg)=U(1909...)

Vitum lika ad Hilbert-réo algebrunnar ma skrifa sem 6endanlega margfeldid

oo o0 ;

! - 1ygi (1 + 2Ht)meies
R'(t) = dimg(R)t' = ][ (= 2y
=0 =0
par sem n; = dimy(g;) svo med pvi ad bera saman studla i margfeldinu vid téflurnar hér ad ofan faest ad fyrir
n = 3,4, pderns = 2,4 = 0svo ad g er nallvalda.

Vid setjum pvi fram eftirfarandi tilgatu:

Tilgata: Ef n > 3 pa er Lie algebran g nallvalda af stigi 3 og dim g; = 2n2, dim go = n% — 1, dim g3 = 2.

Til ad sanna pessa tilgatu reiknum vid Gt (i hdndunum) Koszul-nykur baugsins. Petta er deildabaugur af 6vixina
marglidubaugnum k({X;;, Y;;) par sem X;; svarar til z;; og Y;; svarar til y;;. [8alid sem er matad vid i pessum
ovixIna baug faest med lausn akvedins jofnuhneppis sem fest Ur upphaflega idalinu (deemi um sponnudi eru:
[(Xir, Yrj] — [Xis, Ys;] fyrir6ll r,s € {1,...,n}). Vid getum sidan synt beint (med pvi ad skoda 61l moguleg
Lie-margfeldi) ad af stigi 3 eru i mesta lagi 2 6had stok, p.e.a.s. dim g3 < 2 og ad 61l Lie-margfeldi af stigi > 3
eru 0 pannig ad algebran er nallvalda. Til ad syna fram & ad viddin er ndkveemlega 2 pa notfeerum vid okkur ad
tr(X(XY —-YX))=0o0gtr(Y(XY —YX)) = 0 gefur tvo linulega 6h4da spdnnudi i okstddumétli idalsins
1, svo vidd pess motuls er ad minnsta kosti 2 (sja [13]).
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8. Notkun Macaulay2

Hér fyrir nedan synum vid deemi um einfalda notkun MACAULAY 2 [9].

Vid byrjum & ad skilgreina bauginn sem vid reiknum i en hann er marglidubaugurinn i premur breytistaerd-
um yfir reedu tolurnar Q. begar vid hefjum keyrslu forritsins faum vid "il: ". Vid sldum inn "R=QQ[x,y,z]".
Forritid svarar med "01=R” og "01:PolynomialRing” sem pydir ad vid héfum skilgreint breytuna R af gerdinni
(type) marglidubaugur.

il: R=QJX,VY,z]

ol =R

ol : Pol ynom al Ri ng

Vio skilgreinum nd idal med pvi ad gefa sponnudi pess.
i 2 : i=ideal (x"2+x*z, Xx*y+y~"2, y*z+z/2)

2 2 2
02 = ideal (x + x*z, x*y +y , y*z + 2z )

02 : ldeal of R

Vid viljum reikna Grébner-grunn idalsins sem vid skilgreindum. pegar vid skilgreindum bauginn i upphafi
tiltbkum vid enga sérstaka einlidurddun. ba notar forritid sjalfgefnu rédunina grevlex. Ef vid viljum nota adra
rodun t.d. lex pa tiltdkum vid hana med R=QQ[X,y,z, MonomialOrder=>Lex].

i3: gbi
03 = | yz+z2 xy+y2 x2+xz xz2-z3 y3-z3 z4
03 : G oebnerBasis

Vid sjaum ad Grobner-grunnurinn inniheldur upphaflegu spénnudina og tvé stk af stigi 3 og eitt af stigi 4.
Vid reiknum nast uppleysingu idalsins i.

i4 . F=res i

04 : Chai nConpl ex
Vio faum viddir motlanna i uppleysingunni. Vid viljum lika sja varpanirnar og gerum pvi

i5: F.dd

{2} | xy+y2 -yz-z2 0 [
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{2} | -x2-xz -yz-22 -yz-2z2 |
{23 | O X2+XYy+y2+XZ Xy+y2 |
3 1
2 R e T R 3
{4} | 1/2yz+1/2z2 |
{4} | 1/2xy+1/2y2 |
{4} | -1/2x2-1/2xy-1/2y2-1/2xz |
1
3 R <----- 0 4

05 : Chai nConpl exMap
Til sd sja viddirnar i uppleysingunni & pjoppudu formi gefum vid skipunina betti
i6 : betti F
06 = total: 1331
S
3. .
.. 3.
3 .. .1
Til ad reikna Hilbert-r6d idalsins gerum vid
i7 : hilbertSeries i

NEQ

o7 : Divide

Freyja Hreinsdottir

Eins og 4dur sagdi pa sannadi Macaulay &rid 1927 ad Hilbert-r6d idals I og Hilbert-réd in(7) veeri si sama.

Vid reiknum in(I) med
i8 : j=ideal (|l eadTermi)

2 2 3 4
08 = ideal (y*z, x*y, x, X*z , vy, z)
08 : ldeal of R
0g sjaum ad Hilbert-rodin er 6breytt
i9 : hilbertSeries(ideal(leadTermi))

2 4 6
1 - 3$T + 3$T - $T
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9. Forrit og baekur

Haegt er ad reikna Grébner-grunna med ymsum almennum télvualgebruforritum svo sem Maple, Mathematica,
Maxima, Reduce og Matlab (med pvi ad nota Gtvikkadan tAknreenan verkferakassa). Fyrir umfangsmikla reikn-
inga i algebru er oftast betra ad notast vid sérhafdari forritapakka. pessir eru hugsanlega ekki jafn notendaveenir
en hafa pann kost ad vera 0keypis og heaegt ad nalgast pa yfir netid. peir eru yfirleitt skrifadir af folki sem stundar
rannsoknir i algebru vio ymsa haskola. Hér & eftir er upptalning af peim helstu:

MACAULAY: Einn mest notadi forritapakkinn i vixlinni algebru hefur verid MACAULAY [2] og arftaki hans
MAcAULAY2 [9]. Hofundar pessara pakka eru M. Stillman, D. Bayer og D. Grayson. Einnig hefur D. Eisenbud
skrifad fjolda smaforrita (scripts) sem byggja & pessum pakka og fylgja honum. Nylega (september 2001)
kom hja Springer Verlag békin: Computations in Algebraic Geometry with Macaulay 2 sem ritstyrt var af
David Eisenbud, Daniel R. Grayson, Michael Stillman og Bernd Sturmfels. Hagt er ad nalgast bokina &
http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/Book/.

COCOA: Vid haskdlann i Genoa & italiu hefur verid préadur pakkinn CoCoaA [1] sem fyrir reikninga i vixlinni
algebru og algebrulegri rimfraedi. Békin Computational Commutative Algebra 1, eftir L. Robbiano og M.
Kreuzer er kennslubdk i reiknialgebru sem einkum byggir 8 COCOA. Von er & 6dru bindi arié 2004.

SINGULAR: Vid haskolann i Kaiserslautern i pyskalandi hefur pakkinn SINGULAR [10] verid skrifadur. Hér
hefur lika verid skrifud bk, A Singular Introduction to Commutative Algebra, eftir G.M. Greuel og Gerhard
Pfister.

MAGMA: Vid haskolann i Sidney i Astraliu hefur verid skrifadur pakkinn MAGMA (http://magma.-
maths.usyd.edu.au/magma/).

BERGMAN: Vid Stokkhélmshaskdla hefur J. Backelin asamt fleirum préad forritapakkann BERGMAN sem
reiknar Grobner-grunna fyrir idul i vixlum og 6vixlnum marglidubaugum. BERGMAN er i stédugri préun og er
med hradvirkari forritum. BERGMAN ma nélgast & http://servus.math.su.se/bergman/.
Fyrir utan peer beekur sem eru nefndar hér fyrir ofan er, fyrir pa sem vilja kynna sér reiknialgebru, ar fjolda
boka ad velja. Hér & eftir verda nefndar nokkrar slikar, listinn er po alls ekki teemandi.

Grunnbakur um Grébner-grunna

1. W. Adams og P. Loustaunau, An introduction to Grébner bases, Graduate Studies in Mathematics 3, AMS
1994.

2. T. Becker og V. Weispfenning, Grébner bases. A Computational approach to commutative algebra, Springer
1993.

3. D. Cox, J. Little og D. O’Shea, Ideals, Varieties, and Algorithms. An Introduction to Computational
Algebraic Geometry and Commutative Algebra, Springer 1992.

4. R. Fréberg, An Introduction to Grébner Bases, Wiley and sons 1997.

Sérhafdari baeekur og hagnytingar

5. D. Cox, J. Little og D. O’Shea, Using Algebraic Geometry, Springer 1998.

6. D. Cox og B. Sturmfels (ritstjorn), Applications of Computational Algebraic Geometry, AMS 1998.

7. B. Buchberger og F. Winkler (ritstjorn), Grobner Bases and Applications, LMS 251, Cambridge 1998.

8. H. Derksen og G. Kemper, Computational Invariant theory, Springer 2002.

9. K. Gaterman, Computer Algebra Methods for Equivariant Dynamical Systems, LNS 1728, Springer 2000.
10. J. Grabmeier, E. Kaltofen og V. Weisphenning, Computer Algebra Handbook, Springer 2003.

11. G. Pistone, E. Riccomagno og H. Wynn, Algebraic Statistics: Computational Algebra in Statistics, CRC
Press 2000.

12. H. Schenck, Computational Algebraic Geometry, LMS Student Texts 58, 2003.

13. M. Saito, B. Sturmfels og N. Takayama, Grébner Deformations of Hypergeometric Differential Equations,
Springer 2000.

14. B. Sturmfels, Grébner bases and Convex Polytopes, AMS 1996.



110 Freyja Hreinsdottir

15. B. Sturmfels, Solving Systems of Polynomial Equations. Regional Conference Series in Mathematics 97,
AMS 2002.

16. W. Vasconcelos, D. Eisenbud og J. Herzog, Computational Methods in Commutative Algebra and Algebraic
Geometry, Springer 1997.

Summary: Computers are used extensively in research in Commutative algebra and Algebraic Geometry. This develop-
ment started in the sixties with the work of Buchberger and Hironaka and the field is still expanding very rapidly. In this
article we give some key definitions needed from Commutative Algebra and define Grdbner bases which are the backbone
of the computations. We give a simple version of a Grébner basis algorithm as well as examples of how this is utilized in
and outside of Commutative Algebra. We show how computer results led to a conjecture that was proven by homological
methods. Finally a summary of relevant software and books is given.
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