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Agrip — Hér verdur rakid lauslega hvernig sterdfredi tengist hagfredi. Nefndir eru nokkrir
Nobelsverdlaunahafar i hagfreedi sem notad hafa steerdfraedi i rannséknum sinum. Hagfreedi fjarmalamark-
ada hefur notid mikils gods af sterdfraedi. Tolfreedileg vandamal um hvernig skuli tulka malingar & fjar-
malamoérkudum eru reifud og lyst er greiningu a gdgnum af islenskum markadi.

1. Inngangur

Steerofreedi er mikilveegt hjalpargrein i hagfraedi.
Margir hagfraedingar hafa notad rokhyggju og tekni-
leg verkfeeri steerdfraedinnar vid ad setja fram kenn-
ingar um hagkerfid. betta sést gloggt ef farid
er yfir rannsdknir Nobelsverdlaunahafa i hagfradi.
Litum & nokkra N6belsverdlaunahafa og rokstudning
Nobelnefndar:

— 1970, Paul A. Samuelsson, for the scientific
work through which he has developed static and
dynamic economic theory and actively contribu-
ted to raising the level of analysis in economic
science.

— 1971, Simon Kuznetz, for his empirically founded
interpretation of economic growth which has led
to new and deepened insight into the economic
and social structure and process of development.

— 1980, Lawrence R. Klein, for the creation of
econometric models and the application to the
analysis of economic fluctuations and economic
policies.

— 1983, Gerard Debreu, for having incorporated
new analytical methods into economic theory and
for his rigorous reformulation of the theory of
general equilibrium.

— 1985, Franco Modigliani, for his pioneering ana-
lyses of saving and of financial markets.

— 1989, Trygve Haavelmo, for his clarificati-
on of the probability theory foundations of
econometrics and his analyses of simultaneous
economic structures .

— 1990, Harry M. Markowits, H. Merton Miller og
William F. Sharpe, for their pioneering work in
the theory of financial economics.

— 1995, Robert E. Lucas jr, for having developed
and applied the hypothesis of rational
expectations, and thereby having transfor-
med macroeconomic analysis and deepened our
understanding of economic policy.

— 1997, Robert C. Merton og Myron S. Scholes, for
a new method to determine the value of derivati-
Ves.

— 1998, Amartya Sen, for his contributions to
welfare economics.

— 2000, James. J. Heckman og Daniel L.
MacFadden, for his development of theory
and methods for analyzing selective samples
(Heckman), for his development of theory
and methods for analyzing discrete choice
(McFadden).

— 2001, George A. Akerlof, Michael A. Spence og
Joseph E. Stiglitz, for their analyses of markets
with asymmetric information.

Petta er tekid ordrétt af heimasidu Nobel stofn-
unarinnar, http://www.nobel.se. Hinir tilgreindu hafa
allir notad steerofredi i rannséknum sinum. Sumir
mjog mikid eins og t.d. Debreu. Nokkrir hafa unn-
i0 mikid meo aoferdafraedi fyrir empirisk gogn svo
sem, Klein, Haavelmo, Heckman og McFadden sem
hafa allir unnid vid préun og notkun & télfreediadfero-
um. Modigliani, Markowitz, Miller, Sharpe, Merton
og Scholes, sem hafa fengid verdlaun fyrir fjarmala-
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fraedi hafa allir notad steerdfraedi mikid. Fraedi Merton
og Scholes um afleiduvioskipti & fjarmalamoérkudum
eru byggd & haproadri likindafradi.

I upptalningunni hér & undan er sterdfreedi rad-
andi hja flestum og t6lfredi hja nokkrum. Medal
hefda i hagnytri tdlfredi ma nefna ,,biometrics” og
»econometrics”. begar ,,Econometric Society” var
stofnad i kringum 1930 var pad medal annars fyr-
ir ahrif fra landbdnadarhagfraedingum sem vissu af
préun tolfredi i landbinadi. Likén og adferoir i
pessum hefdum skarast vioa, t.d. er i rokstudn-
ingi Nobelnefndar um MacFadden og Heckman sagt
fra adferoum sem margir kannast vid ar ,,Cox-
regression” fyrir alyktanir um ahrifapeetti a lifslikur
[6].

Hér & eftir verdur gerd stutt grein fyrir vinnu hof-
undar vid proun tolfreedilegra adferda til greining-
ar gagna sem safnast vid starfsemi fjarmalamarkada.
pad hreyfimynstur sem notast verdur vid eru slembn-
ar diffurjofnur, hid sama og notad er i t.d. [2, 11]. Til
ad geta hagnytt sér adferoir [2, 11] er naudsynlegt ad
hafa mat 4 &kvednum stadalfravikum. Einnig er medal
vidfangsefna ad meta fylgnistudla milli verdbreytinga
eigna, i pessu tilfelli hlutabréfa & markadi. Pad sem
einkennir slika markadi er ad vidskiptin med eignirn-
ar eiga sér ekki stad samtimis. Venjulegar adferdir vid
mat a fylgnistudlum eiga pvi ekki vid, en slikir fylgni-
studlar eru dhugaverdir, t.d. til samsetningar & fjar-
festingakorfum pannig ad &heetta verdi sem minnst.
Vel pekkt deemi um slik eru CAPM (Capital-Asset-
Pricing-Model), [13, 12, 11]. bar sem ad vidskiptin
eiga sér ekki stad samtimis, parf raunheft likan ad
taka tillit til timans sem lidur milli vidskipta.

2. Saga

Visindamenn hafa lengi haft gagn af ad skilgreina
likon af fyrirbzerum umhverfisins. Rokran greining
slikra likana getur haft mikla pydingu fyrir skilning &
vidkomandi fyrirbaerum. Slikar hugleidingar geta leitt
til beinna hagnytra nidurstadna og einnig hafa heil-
steyptar steerdfreedigreinar oroio til & grundvelli slikra
likana. Deemi um pad pegar saman hefur fléttast mik-
il sterdfreedi og hagnyt fredi er fyrirbeeri sem kall-
ad hefur verid Brown-hreyfing. Upphafid mé rekja
til 19. aldar pegar skoskur liffreedingur R. Brown [5]
var ad lysa hreyfimynstri agna sem hann sa i smasja.
Hann taldi ad ferill agnar veeri i akvednum skilningi
oOspaanlegur. Sams konar dspaanleika i hreyfimynstri
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taldi Bachelier [1] vera naudsynlegan til ao lysa vero-
breytingum eigna & skilvirkum markadi. Einstein [7]
taldi sig purfa sams konar hugtak til ad lysa hreyf-
ingum atdma og mélekdla. Pad var hins vegar ekki
fyrr en i kringum 1920 ad Wiener [16] tokst ad syna
sterdfreedilega fram & tilvist svona ferlis, Wiener-
ferlisins eda Brown-hreyfingar. beir sem lara likinda-
freedi ni & dogum geta hins vegar audveldlega sann-
feert sig um tilvist Wiener ferlis med pvi ad beita setn-
ingu Kolmogorovs, sja t.d. Brockwell og Davis [4].
Wiener-ferli, sem lysir &kvednu formi af 6spaanleika,

uppfyllir:

w(0) =0, @
W (t) er samfelldur ferill med likunum 1, (2)
Wi(ts) — W(t1) eréhad W(ts) — W(t3), (3)
EW(ts) —W(t1)) =0 og 4
VIW(ts) =W (t))=ta—ta ®)

ef t1 <ta<itz<ity

Hegt er ad sanna ad W(t) er normaldreift
med vantanlegt gildi 0 og dreifni i hlutfalli vio ¢.
Fjarmalamarkadir einkennast af évissu um framtio-
ina og vid sterdfraedilega greiningu a slikri 6vissu er
naudsynlegt ad hafa vel skilgreint hvad vid er att med
ovissu. I jofnum (1-3) felst einnig ad ferill W (t) er
samfelldur og hvergi diffranlegur med likunum 1. pad
er e.t.v. haegt ad efast um réttmeeti pess eiginleika, t.d.
veeri haegt ad hugsa sér ad stokk kemi i ferilinn.

Steerofredingum er tamt ad lysa hreyfimynstri
med diffurjofnum. bad flekir malid hér ad gera parf
rad fyrir Ovisssu. Nalgast ma vandann med notkun
& slembnum diffurjofnum (e. stochastic differential
equation). Slikar jofnur eru oftast settar fram & eftir-
farandi hatt:

dS(t) = u(S(t), t)dt + o (S(t),)dW (t)  (6)

I jofnu (6) taknar S(t) verd eignar a tima t og dW (t)
er slembni péttur verdbreytingarinnar & timabili dt.
Follin p(S(t),t) og o(S(t),t) er studlar sem vega
saman fyrirsjaanlegan patt og 6fyrirsjaanlegan patt.
Hid ofyrirsjaanlega er tdknad med dW (t) sem stund-
um er nefnt hvitur havadi (e. white noise) i samfelld-
um tima. Ekki er haegt ad skilgreina fyrirberid dW (t)
og hefur pad pvi adeins tdknreena merkingu. b.e. jafna
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(6) er i raun skrifmati fyrir tegurjéfnuna

S(t) = S(0) + /0 (S (u), u)du

t
+/ o(S(u),u)dW(u) (7)
0

Seinni lidurinn i jofnu (7) er slembid tegur, Ito-tegrio.
Nékvaemar skilgreiningar um slembnar diffurjofnur
ma t.d. sja i @ksendal [17].

I hagnytri fjarmalasterdfradi eru oft valin ein-
fold form & follin u(S(¢),t) og o(S(¢),t), t.d.
n(S(t),t) = pS(t) og o(S(t),t) = oS(t) par sem
[ 0g o eru jakveedar rauntdlur. bad form er stund-
um nefnt ,,Geometric-Brownian-Motion” (GBM). Ef
S(t) fylgir GBM pa ma sja med Ito-lemmu ad

dlog(S(t))

sem gengur undir nafninu ,,Brownian-motion-with-
drift”. T jofnu (8) eru p* og o* foll af p og o i text-
anum hér fyrir ofan. pau foll eru reiknud med Ito-
lemmu sem er kedjuregla fyrir slembnar diffurjofnur.
Dreifing S(t) er log-normal og log(S(t)) er normal-
dreift. Breytingu i log(S(t)) mé tdlka sem hlutfalls-
lega breytingu i S(t) i tima, p.e., E(log(S(¢t)) —
logS(s)) = u(t — s) og V((log(S(¢)) — logS(s)) =
o?(t — s). Avoxtun er idulega meld hlutfallslega (i
présentum) og skyrir pad ad hluta vinsaldir GBM.
Medal markmida fjarfesta er ad fordast ahettu.
Fjéarfestar vilja sem hasta avoxtun ad gefinni akveo-
inni aheettu eda Advissu. Fjarfestar vilja einnig
sem minnsta &hattu ad gefinni akvedinni avoxt-
un. Noébelsverdlaunahafinn Markowitz [10] setti fram
med skipulegum hetti freedi sem tengja saman stod-
ugleika og avoxtun. Algengt er ad nota stadalfravik
avoxtunar sem malikvarda & stodugleika. Regla fyrir
dreifni(e. variance) summu tveggja hendinga er:

= p*dt + o*dW (1) (8)

V(X1 +X2)
=V(X1) + V(X2) +2Cov(Xy, X3) (9)

Ef Cov(Xy,X2) er neikvaed sterd pa er dreifni
summunnar minni en summa dreifni hendinganna
sem mynda summuna. bPad er ahugavert ad velja
eignakorfu pannig ad karfan sé sem stédugust og pvi
a®skilegt ad neikveaed fylgni sé & milli einstakra patta
korfunnar. T.d. ef einungis veeri um tveer eignir ad
reeda meetti koma dreifni nidur i nall ef fylgni X; og
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X, veeri -1. bessi atridi eru grundvollur CAPM (e.
Capital-Asset-Pricing-Model), [13, 9, 12].

Til ad geta beitt likdnum byggdum & ofangreind-
um hugmyndum parf ad pekkja dkvedna studla, p, o,
o.s.frv. I raunveruleikanum eru pessir studlar 6pekkt-
ir og parf ad meta pa Gt frd& gognum. Verksvid tol-
freedinga er ad alykta um opekkta hluti likana at fra
malingum. Hér & eftir verdur lyst akvedinni adferd
vid ad meta fylgni milli &voxtunar eigna & markadi.
Gengid er ut frA GBM likani ad vidbattu melisudi
sem hugsast m& ad sé tilkomid vegna pess ad pegar
vidskipti eiga sér stad milli manna & markadi er pad
afleiding samninga. Kaupandi reynir ad fa verd leekk-
ad og seljandi reynir ad fa verd hakkad. pad er pvi
edlilegt ad meelt verd sé ekki ,,rétt” verd. Vidskipti
med tveer eignir & markadi eiga sér oftast ekki stad
samtimis og pvi ekki hagt ad nota venjulegar adferd-
ir vio mat a fylgni. betta er fyrst og fremst vandamal
pegar vidskipti eru strjal eins og t.d. & islenska mark-
adnum. Adferdum til ad nalgast pennan vanda hefur
verid nanar lyst i [14, 15]. Ahugaverdar staeréir afjar-
malamérkudum eru pvi 0? = V(X3), 03 = V(X2)
0g po1o2 = Cov(X1, X3).

3. Mat a fylgni tveggja slembiferla

Gerum réd fyrir tvividu kerfi af Wiener-ferlum og ad
fylgni milli hnita sé p:

[Xm(t)] _ [aldWl(t)] 7

dXs(t) | = | oadWu(t) (10)

(dWI( ) (t)) = pdt
Besta spa X () og X2 (t) vid tima ¢ gefid gildin vid
timas < ter:

E(X1(t)|X1(s)) = X1(s) o9
E(X2(t)| X2(s)) = Xa(s) fyrirt > s

11)

Ef vid nd hofum einungis maelingu & X (t) pa er besta
spa fyrir Xo(t), t > s, gefid X (s), X1 (t), Xa(s):

E(X5(t)| X1(t), X1(s), X2(s))
= Xa(s) + po2/o1(X1(t) — X1(s)).

pessu er nanar lyst & myndum 1-3. Mynd 1 gefur
demi um hvernig tvdé had Wiener-ferli geta proast.

(12)
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Mynd 1. Tvo had Wiener-ferli maeld upp ad t=30, besta spa
er sidasta gildi.

0 10 2 30 40 50

Mynd 2. Tvd had Wiener-ferli og ny meling, X»(35) = A.

Mynd 1 synir melt ferli upp ad tima 30 og sidan
bestu spé eftir pad. Mynd 2 synir ad ny maling & X,
A, hefur bast vid & tima 35. Mynd 3 synir hvernig
skilyrt spa fyrir X; hefur breyst vid pessar nyju upp-
lysingar.

Sé gert rad fyrir ad X; sé mealdur & timum ¢;
0g t2 0g X, & timum s; og so pa er samdreifni(e.
covariance)-fylki  (X1(t1), X1(t2), X2(s1), Xa(s2))
gefid meo:

2
oit1 ¥aB
ar sem 13
. 13)
YXpB =
O'%tz p0'10'2(t2/\81) p0'10'2(t2/\82)

0'%(81 A 82)
0'%52

0'%81
0'%(81 A 82)

p0'10'2(t2 A 81)
p0'10'2(t2 A 82)
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Mynd 3. Tvd had Wiener-ferli, skilyrt spé & X»(t),
B = E(X1(35)|X2(35) = A).

0g

YaB =
[U%(tl A t2) p(TlUg(tl A 81) p0102(t1 A 82) ]

par sem (¢4 A t2) = min(¢1,%2). Nota ma jofnu
(13) til ad reikna bestu spa fyrir X;(¢1) gefid
X1 (t2), X2(s1), X2(s2):

E(X1(t1)]X1(t2), X2(s1), Xa(s2))
=S aBYSpp(Xi1(t2), Xa(s1), Xa(s2))"  (14)

Hér taknar X 45 rod 1 og dalk 2-4 i fylkinu i jofnu
(13) og X g hlutfylkid sem saman stendur af r6d 2-4
og dalk 2-4. Ljost er pvi ad fyrir gefin gildia o1, 02 0g
p Ma reikna bestu spa Gt fra fortidinni. pvi er haegt ad
skilgreina videigandi markfall og hdmarka med tilliti
til o1, o9 0g p. Pannig ma f4 tolfreedilegt mat & oy,
o2 0g p samanber t.d. venjulega adhvarfsgreiningu.
Ljost er ad heegt er ad Gtvikka petta fyrir heerri viddir.
Formulur verda p6é mun fléknari i slikum tilfellum.

4. Hagnyting & islenskum hlutabréfagégnum

A aratugnum 1991-2001 hefur islenskur hlutabréfa-
markadur nad ad festa sig i sessi. A midju ari 2001
voru um pad bil 80 fyrirtaeki skrdd & Verdbréfaping
islands. Hofundur hefur notid styrks fra Rannis og
Rannsdknarframlagi bankanna til rannsoknar & gégn-
um um hlutabréfavidskipti & Verdbréfapingi islands.
Adferdum sem proadar hafa verid er lyst nanar i
[15, 14]. Gengid er Ut frA margvidu likani likt og lyst
er i kafla 3 hér & undan. Gert er rad fyrir pvi ad & hverj-
um tima sé vektor «x(t) par sem hnit namer ¢ inniheld-
ur logra gengis i fyrirteeki 4. Vidskipti eiga sér stad &
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timapunktum ¢4, ¢, . . . 0g faest p4 meeling & einni hnit
vektorsins a(t). Gert er rad fyrir ad dkvednu sudi e;
hafi verid batt vid melinguna. bessu sudi er &tlad ad
endurspegla pa stadreynd ad vidskipti eru afleiding af
samskiptum tveggja adila & markadi. Gert er rad fyrir
ad hvert fyrirteki hafi sitt eigid sud. per sterdir sem
meta skal eru pvi i fyrsta lagi 6ll stok i samdreifni-
fylki:

da(t)da(t)' /dt = Q

0g sidan vektor:

(15)

O'el = (Ula RS Un)l (16)

par sem o; tknar stadalfravik suds i vidskiptum med
fyrirteeki ¢. Steerdin & stokum o, gefur til kynna
hversu mikill munur er & gengi i samtimavidskipt-
um. Mikid er um pad ad vidskipti eiga sér stad a
sému sekdndu & mismunandi gengi. bar sem fyrir-
teekin eru ca. 80 ma sja ad fjoldi stika sem meta skal
er af sterdargradunni 80x40=3200. Pad er pvi ljost
ad hér er & ferdinni mikill teknilegur vandi vegna
fjolda stika. petta var leyst med priggja prepa adferd i
[45, 14]. I fyrsta prepi voru stikar metnir fyrir eitt og
eitt fyrirteeki i einu. Nalgud voru mét mesta sennileika
(e. maximum-likelihood) med télulegum adferdum.
Sennileikafallid (e. likelihood-function) var reiknad
med Kalman-siuadferdum, sja t.d. [8] og sidan voru
notud forrit fyrir 6linulega hamdrkun. I skrefi 2 voru
tekin 61l mdguleg por af fyrirtekjum og fylgni met-
in med adferdum sem byggja & pvi sem lyst er i
kafla 3. bar sem pannig fast metnir fylgnistudlar en
ekki sannir fylgnistudlar munu peir ekki naudsyn-
lega mynda jakveett akvedid fylki. bvi var brugoid
4 pad rad ad meta Choleski-sundurlidad fylgnifylki,
L i stadinn. Ur skrefi 2 faest pvi fylki sem er loglegt
fylgnifylki, p.e. jakveett 4kvedid med 1 & hornalinu,
Q = LL'. i skrefi 3 er pad sidan notad sem upp-
hafsgildi i EM-reiknirit (e. expectation-maximum-
algorithm). Ef &kvednum forsendum er fullnzgt nélg-
ast EM-reikniritid stadbundid hdmark (e. local max-
imum) sennileikafallsins, sja t.d. [3]. Timans vegna
var latid naegja ad taka einungis eitt skref i EM-
reikniritinu. EM skrefio reyndist oft nanast dparft, p.e.
ad breytingar & stikum voru dverulegar. Tilraunir hof-
undar virdast benda til pess ad i pessari tegund ha-
morkunar gerist litid eftir fyrsta skrefio. Med pessu
feest hlutlegt mat a fylgnistudlum og stadalfravikum
& avoxtun fyrirteeka & Verdbréfapingi Islands. A mynd
4 ma sja salurit yfir dreifingu metinna fylgnistudla.
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Fylgni sumra para, ca. 10% af pérunum, var ekki haegt
ad meta af ymsum asteedum. Metnir voru hins vegar
hatt & pridja pasund fylgnistudlar og ljést ad margir
peirra eru illa metnir vegna skorts & gégnum.

500
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100
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-05 00 05

fylgni

Mynd 4. Dreifing metinna fylgnistudla.

5. Lokaord

Hér hefur verid leitast vid ad koma peim bodskap &
framfeeri ad mikil sterdfraedileg verkefni bida peirra
sem hyggjast vinna vid hagfraedi eda fjarmalamark-
adi. betta geta verid hrein sterdfreedileg urlausnar-
verkefni um hamdérkun eda likindafraedi. Einnig geta
petta verid tolfreedileg vidfangsefni um hvernig skuli
umgangast melingar & hagkerfinu. petta geta einnig
verid hrein teknivandamal i télulegri greiningu.

Summary: The connection of mathematics and economics
stressed. A brief overview of the use of mathematics by
some Nobel prize winners in economics is given. The
economics of financial markets has benefitted from mat-
hematics. The statistical problem of interpreting real data
in financial markets is discussed and application of analysis
of Icelandic financial market data is described.
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Um héfundinn: Helgi Témasson lauk BS profi i sterd-
freedi fra Haskola Islands 1977 og doktorspréfi i tolfraedi fra
Haskolanum i Gautaborg 1986. Med nami stundadi Helgi
sumarvinnu i Sedlabanka lslands, en starfadi einnig vid
kennslu, forritun og t6lfreediradgjof. Arid 1983 var Helgi
vid Purdue University i West-Lafayette i Bandarikjunum.
Arid 1985 vann Helgi vid tolfredideild IARC (alpjodlegu
krabbameinsrannséknarstofnunarinnar) i Lyon i Frakklandi,
1986-1990 sem starfsmadur Kjararannsoknarnefndar og
hefur fra 1990 verid fastradinn kennari i tdlfredi og
hagrannsoknum vid Vidskipta- og hagfreedideild Haskdla
islands. Rannsoknir Helga hafa einkum verid & svidi tol-
freedi fjarmalamarkada og tolfreedi i leeknisfraedi.
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