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Agrip - Tilgangur pessarar greinar er ad gefa lesendum deemi um vandamal sem koma upp i heimi fjarmala-
fredinnar. Margvisleg og fjolbreytt vandamal eru til stadar, en &steedan fyrir pvi ad petta tiltekna vandamal
er skodaod felst i steerofraedilegri fjdlbreytni. Vandamalid krefst notkunar & bestunarfreedum & ymsum stigum,
likindareiknings, sem er grunnurinn i allri fjarmalasterdfraedi, slembidiffurjéfnum, élinulegum hlutafleidu-

jofnum og télulegri greiningu.

Verdbréf og dheetta

Flest verobréf sem standa fjarfestum til booa eru i edli
sinu aheattusdm. Virdi bréfa i framtidinni er venjulega
opekkt, en dvissan i virdi bréfsins er breytileg eftir
pvi um hvernig bréf er ad reeda. Algengustu verdbréf-
in flokkast undir hlutabréf og skuldabréf. Hlutabréf
er svo haegt ad flokka enn frekar nidur i virdisbréf
(e. value stock) og vaxtabréf (e. growth stock), par
sem meiri ventingar eru gerdar til avoxtunar vaxta-
bréfa og ad sama skapi er meiri 6vissa i virdi vaxta-
bréfa. Skuldabréf ma einnig flokka nidur i skamm-
timabréf og langtimabréf par sem dvissan i virdi lang-
timabréfa er jafnan meiri. begar talad er um mark-
adsahattu er att vid ovissu i framtidarvirdi markada-
sverdbréfa. Meiri ventingar eru gerdar til avoxtunar
verdbréfa eftir pvi sem pau eru ahattusamari.
Grundvallarvandamal, sem hver fjérfestir parf ad
glima vid, er hvernig hann 4 ad velja verdbréf i verd-
bréfasafnid sitt. Fjarfestir geeti til deemis metid veenta
avoxtun peirra bréfa sem eru i bodi, og svo sett
allt sitt fjarmagn i pad bréf sem hefur hastu veentu
avoxtunina. pessi adferd er, almennt séd, ekki vaen-
leg til arangurs par sem mesta Gvissan er ad jafn-
adi i virdi pess bréfs sem hefur haestu ventu avoxt-
unina. Flestir fjarfestar vilja hamarka avoxtun og &
sama tima lagmarka aheattu. brjar leidir til ad ha-
marka voxtun og lagmarka &hattu verda kynntar hér
ad nedan. Fyrsta leidin, kennd vid Markowitz, er svo-
kollud kaupa-og-eiga-stefna (e. buy and hold), par
sem verdbréfin er keypt inn i safnid i byrjun timabils-
ins sem um raedir og peim haldid ut timabilid. Onnur

leidin er kennd vid Merton og byggir & kvikri best-
un (e. dynamic programing) verdbréfsafnsins. pridja
leidin, nefnd martingale-adferd, byggir & pvi ad finna
fjarfestingastefnu sem framkallar bestu lokadreifingu
a virdi verdbréfasafnsins. Seinni leidirnar tveer bata
peirri vidd vid ad haegt sé ad breyta verdbréfasafninu
innan timabilsins. Per eru pvi veenlegri en su fyrsta.

Almenn framsetning

Hér verdur fjallad um framsetningu hdmérkunarvand-
malsins sem blasir vid fjarfesti & 6formlegum nétum.
Markmid fjarfestis er venjulega sett fram & eftirfar-
andi hatt:

max E[U(X(T))] (%)

par sem hdmarkad er yfir allar mdgulegar lokastodur
X (T') samkveemt fjarfestingastefnunni sem notud er.
Hér er X slembiferli (e. stochastic process) sem takn-
ar virdi, eda i sumum tilfellum &voxtun, verdbréfa-
safnsins & timabilinu sem um radir. Mengi mogulegra
lokastadna er had peim skordum sem settarerud X. U
er svokallad nytjafall (e. utility function) sem uppfyll-
ir dkvedin skilyroi, t.d. ad U sé hvelft fall (e. concave),
svo daemid sé rétt framsett.

Markowitz

Arid 1952 birtist grein eftir Harry Markowitz [6] sem
s6gd er byrjunin & natima fjarmalafraedi (e.modern
portfolio theory). bessi leid gerir rad fyrir ad fjarfest-
ir eigi akvedid fjarmagn til ao fjarfesta i verobréfum
fyrir akvedid timabil. Bréfin eru keypt i byrjun tima-
bilsins, ¢ = 0, og peim er svo haldid Ut timabilid.
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Slembiferlid X (¢) tAknar &voxtun i pessu tilfelli:
X(t) =) wiRi(t)
i=1

par sem n er fjoldi verdbréfa sem fjarfestirinn get-
ur valid ar, w; er hlutfall upphafsfjarmagns fjarfest i
verbréfi i og R;(t) er &voxtun verdbréfs i fra upphafi
timabils til tima .

Markmio fjarfestans er ad na fyrirfram akvedinni
avoxtun R med lagmarks dvissu. Markowitz mel-
ir 6vissu meo ferviki (e. variance) og staerdfraedileg
framsetning vandamalsins er pvi

min & [(X(T)-R)’] = minw - Cw

pannig ad .
BIX(D)] = Y wiB[R(T)| = R,

med w; > 0 0g ZI‘ w; = 1, par sem C' er samvika-
fylki verobréfanna. bad er einnig haegt ad snia dem-
inu vido og hdmarka avoxtunina midad vid fyrirfram-
gefio fervik.

Almennt er ekki til lausn & pessu vandamali a lok-
udu formi, en télulegar lausnir eru nokkud skilvirkar.
Haegt er ad syna fram & ad lausnin a pessu vandamali
er hvelf i Ro-plani par sem o er stadalfravik X (T")
(kvadratroétin af fervikinu).

pessi adferd er vida notud pegar verid er ad velja
eignasamsetningu fjarfesta, enda er adferdin su ein-
faldasta sinnar tegundar og nokkud peegileg i notk-
un. Mérg verdbréfafyrirteeki byggja raogjof sina ad
einhverju leyti & adferdinni. Adferdinni er ndnar lyst,
t.d. i Sharpe o.fl. [10].

Merton

Megingallinn vid adferd Markowitz er ad fjarfestir-
inn getur ekki nytt sér nyjar upplysingar af mark-
adnum, sem koma inn eftir pvi sem timinn lidur, til
ad breyta samsetningu verdbréfasafnsins. Pad er pvi
Ijost ad gera ma betur en Markowitz med pvi ad nyta
pessar upplysingar. bad er haegt ad gera betur med
pvi ad bata inn skrefum, eda akvednum timum, par
sem samsetning verdbréfasafnsins er endurskodud, en
sama gagnryni & alltaf vid milli skrefa. Einnig verd-
ur lausnin fléknari og floknari eftir pvi sem skrefum
fjélgar og segja méa ad lausn & praktiskum vandamal-
um sé nanast 6gerningur. Likon sem eru samfelld i
tima leysa petta vandamal.
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Adur en hagt er ad fara i einstaka adferdir, pa
verdur ad huga ad samfelldum slembiferlum fyrir
verd verdbréfa. Uppsetningin sem hér er synd er ord-
in stoolud i samfelldum fjarmalafreedum og eftirfar-
andi umfjollun stydst vio Korn [5]. Athyglin beinist
ad fjarmalamarkadi sem samanstendur af einu ahaettu-
lausu bréfi, kallad bankareikningur eda skuldabréf
(e.bond), og n dhaettusémum bréfum, kéllud hlutabréf
(e. stock). b6 ber ad taka fram ad &hattusému eign-
irnar eru kalladar hlutabréf til paginda, en par geta
allt eins verid skuldabréf eda annars konar dhaettusdm
verdbreéf. proun bankareikningsins i tima er lyst med
diffurjofnunni

dPo = P()T dt, P(] (0) = ].,

en préun hlutabréfanna er lyst med slembidiffurjofn-
unum

dP; = P;(bidt + i oi3dW; ),

j=1

Hérer W(t) = (W;(t))i=1,...,n. n-vitt Wiener-ferli,
(sjd Dksendal [11]), skilgreint & fullkomnu likinda-
rami. 1 pessari grein er gert rad fyrir ad r, b; 0og o;;
séu fastar, en petta geta verid adlogud (e. adapted) foll
F;, par sem F; er néttaruleg sia (e. natural filtration)
Wiener-ferlisins. Astaeedan fyrir pvi ad velja likan &
pessu formi verdur ekki tiundud hér, en lesandanum
er bent & Korn [5], kafla 2.

Gert er rad fyrir fjarfestirinn hafi ekki rddandi
ahrif & markadinn og ad hann fjarmagni breytingar a
safninu adeins med pvi fjarmagni sem pegar er til i
safninu (e. self-financing). Fjarfestingastefna er skil-
greind sem F;-adlagad n + 1 vitt slembiferli ¢(t)
pannig ad i tima ¢ eru nakvaemlega ¢;(t) bréf af ver-
bréfi 4. Virdi verdbréfasafnsins & timanum ¢ er pvi

1=1,...,n.

X(t) = Z $i(t)Pi(t)

par sem X (0) er upphafsaudurinn. Skilyrdid um fjar-
mognun & breytingum safnsins mé setja fram sem

n t
X() = X(0)+) / $i(s)dPi(s)

(Sja t.d. Korn [5].) Sa fyrsti til ad beita pekktum ad-
feroum ar kvikri bestun (e. dynamic programming) &
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vandamalid var R. C. Merton [7]. Hér verour adferd
hans lyst & nokkud yfirbordskenndan hatt, en nanari
lysingu ma t.d. finna i Merton [8]. Hugmynd Mertons
er ad lita & virdisferlid sem styrt ferli & forminu

dX? = pldt + v®dw

par sem ¢(¢) er valid til ad leysa hdAmdérkunarvanda-
malid (*). Notkun & st6dludum adferdum ar kvikri
bestun takmarkast vid I6ggengna (e. deterministic)
studla r, b; og o;;, og beinar (e. explicit) lausn-
ir takmarkast vid fasta studla. Hamarkid er lausn &
Hamilton-Jacobi-Bellman-j6fnunni. Jafnan er olinu-
leg hlutafleidujafna og beinar lausnir eru sjaldnast til
fyrir praktisk vandamal. Jafnvel télulegar lausnarao-
ferdir eru mjog takmarkadar.

Hér verdur farid yfir lausn & vandamalinu peg-
ar fjoldi hlutabréfa er 1 og allir studlar eru fast-
ar. Umfjollunin stydst vid @ksendal [11], kafla 11.
Nytjafallid sem vid skodum er & forminu

Ulz) =27/

par sem 0 < v < 1. Markmidid er ad finna fjar-
festingastefnuna w* (¢, ) sem hamarkar E[(X%)7 /~].
Hér er « hlutfall af virdi safnsins sem fjarfest er i
hlutabréfid & hverjum tima. Hamarkid er skilgreint
sem

o(t,7) = sup E[(X§)"/].

Hamilton-Jacobi-Bellman-jafnan litur pannig at:
sup {(L”@)(t,x)} =0, med

L'® =& + z(r + (b—r)u)®, + L 0*u’2 Py, ,
fyrirz > 009t < T, 09 ®(T,z) = =7 /. Lausnina
& pessu vandamali er t.d. i @ksendal [11],
_bor
2=
Lausnin er sem sagt su ad fjarfesta fostu hlutfalli
af virdi safnsins i hlutabréf. Virdi safnsins breytist &

hverjum tima og pvi parf stodugt ad fjarfesta til ad
halda hlutfallinu réttu.

w(t) =

Martingale-aoferdir

Martingale-adferdir komu fram & sjénarsvidid med
greinum eftir Pliska [9] og Karatzas o.fl. [3].
Meginhugmyndin vid pessar adferdir er ad skipta
vandamalinu i tvo hluta. Fyrri hlutinn felst i pvi ad
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finna mengi allra mogulegra lokadreifinga & virdi
verdbréfasafnsins og finna svo pa dreifingu sem leys-
ir (x). Seinni hlutinn felst svo i pvi ad finna fjarfest-
ingastefnuna sem framkallar bestu lokadreifinguna.
Uppsetningin er eins og i umfjoélluninni um Merton-
adferdina.

Stiklad er a storu vid lysingu adferdarinnar, enda
krefst viofangsefnio téluverds undirbdnings.

Virdisferli er kallad leyfilegt (e. admissible) ef
X(t) > 0 fyrir oll ¢. Mengi allra leyfilegra fjar-
festingastefna, A(z), er skilgreint sem mengi sjalf-
fjarmagnandi fjarfestingastefna sem framkalla leyfi-
leg virdisferli med X (0) = z.

Martingale-adferdir byggja & eftirfarandi reglum
um fullkomleika markadarins (sja t.d. Korn [5] eda
Karatzas og Shreve [4]).

Sérhver fjarfestingastefna ¢(t) € A(x) med viro-
isferli X (¢) uppfyllir E(H (t)X (t)) < z, par sem

1(6) = exp (= [ (r(6) + 10(5) /2
- /t a(s)dW(s))
0

og virdi markadsahattu (e. market price of risk) er

0(t) = o~ (t)(b(t) —r(t)1).

Hér er 1 vektor af vidd n med 6l sték 1. Seinni
reglan er eftirfarandi. Fyrir sérhverja Fr-adlagada
slembibreytu B sem uppfyllir E(H(T)B) < oo,
er til fjarfestingastefna ¢(t) € A(x), par sem
x = E(H(T)B), pannig ad virdisferlio uppfyll-
ir X(T) = B. bessar reglur nzgja til ad skil-
greina mengi mogulegra lokadreifinga og sénnunin
a seinni reglunni er uppbyggjandi (notar martingale-
framsetningarregluna) og gefur launsina  seinni hluta
vandamalsins. Hér verdur farid yfir sama vandamal og
gert var med Merton-adferdinni.

Markmioid er ad finna slembibreytuna & sem ha-
markar E[£7], pannig ad & sé framkallanleg med fjar-
festingastefnu Ur A(z) (x < o0), p.e., £ verdur ad
uppfylla

EHT)]==z.
petta vandamal ma leysa, t.d., med nykrunarfraed-
um (e. duality theory). Lausnina er hagt ad finna i
Karatzas og Shreve [4], kafla 3:

_ mH(T)l/(v—l)
E [H(T)%l] '
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pegar lokadreifingin hefur verid fundin, pa & eftir
ad finna fjarfestingastefnuna med hefur virdisferlid
X (t) sem uppfyllir X(T') = &. Sénnunin & seinni
reglunni gefur til kynna hvernig fjarfestingastefnan
er fundin. Megin hugmyndin er ad nota martingale-
framsetningarregluna, og med henni finnst ad eins og
adur skuli fjarfesta eftirtéldu hlutfalli af virdi safnsins
i hlutabréfinu & hverjum tima ¢:

b—r

u*(t) = m.

Lokaord

Seinni leidirnar tveer til ad besta samsetningu verd-
bréfasafns eru klarlega vaenlegri til arangurs en fyrsta
leidin, par sem meiri upplysingar eru notadar vid best-
unina i seinni leidunum. Auk pess ad nota meiri upp-
lysingar, pa er haegt ad beeta inn neyslu (e. consumpti-
on) & timabilinu og nota hana sem eina af styribreyt-
unum i bestunarvandamalinu.

Merton-adferdin er ekki eins pagileg i notkun og
martingale-adferdin af ymsum astaedum. pad er erf-
idara a0 fast vid dlinulega hlutafleidujofnu heldur en
slembidiffurjofnurnar i martingale adferdinni, og fa-
ar beinar lausnir eru til. T6luleg greining & Merton-
adferoinni er mjog erfid og paer nidurstddur sem hafa
verid birtar (sja Brennan o.fl. [2]) benda til 6st66-
ugleika. Toluleg greining & martingale-adferdinni er
mun adgengilegri, en hdn bidur m.a. upp & Monte-
Carlo-lausnir. Martingale-adferdin er auk pess van-
legri pegar adferdunum er beitt i raunverulegu mark-
adsumhverfi par sem paettir svo sem vextir og sveiflur
(e. volatility) breytast i tima, auk pess sem hagt er ad
Utvikka martingale adferdina til ad taka tillit til ymissa
skorda & fjarfestingastefnuna sem ekki er pagilegt ad
taka tillit til i Merton-adferdinni.

Adalgallinn vid badar pessar adferdir er ad paer
gera rad fyrir ad haegt sé ad kaupa og selja sam-
fellt i tima an pess ad greida nokkrar poknanir. betta
er ekki haegt & raunverulegum moérkudum. Adferdir
sem taka tillit ferslukostnadar hafa verid préadar, en
peer byggja & svokolludum impulse control adferdum.
Atkinson og Wilmott [1] hafa skodad leidir til ad Gt-
vikka martingale-adferdina pannig ad tekid sé tillit til
feerslukostnadar. bessar leidir eru veenlegastar til ad
virka i raunverulegu markadsumhverfi.

Summary: The purpose of this paper is to give the reader

examples of problems that arise in mathematical finance.
Mathematical finance is a very diverse field, but the focus
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of the paper is on portfolio optimization which itself draws
on various mathematical tools. Portfolio optimization re-
quires standard optimization techniques, probability theory,
stochastic differential equations, non-linear partial differen-
tial equations, and numerical analysis.
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