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Agrip — Hér er kynnt nytt tolfradilikan sem byggir 4 fjdlkostalikaninu. Samdreifnifylki likansins er sveigj-
anlegra en samdreifnifylki fjolkostalikansins. Fjolkostalikanid hefur verid notad fram ad pessu til ad lysa
gognum af fjolda fiska i lengdarflokkum 0r rannséknaleidangrum eda ar I16ndudum afla. Fjolkostalikanid
nar engan veginn ad lysa samdreifni gagna af pessu tagi medan nyja likanid naer ad lysa henni vel.
Kostnadarsamir rannsoknaleidangrar eru farnir arlega fra hafrannséknastofnunum vida um heim til ad
safna gognum um fiskistofna. Oftast er framkveemt eitt tog & hverri stod, par sem stddvarnar eru dreifdar
& akvedinn hatt um svadid sem & skoda. A hverri stdd og fyrir hverja fiskitegund, er tekid handahofstrtak
og fiskarnir i urtakinu eru lengdarmaldir. Vid petta feest tionin i hverjum lengdarflokki & hverri stdd. Eitt
af markmidunum er ad meta lengdardreifingu akvedinnar tegundar & akvednum svaeedum. brji likon fyrir
gdgn um tidni i lengdarflokkum eru kynnt og borin saman. Notud eru gégn um raekju vid samanburdinn.
Likénin eru fjdlkostalikanid og tvé stigskipt likén (e. hierarchical models). I stigskiptum Iikénunum er gert
rad fyrir ad a hverri stoo fylgi fjoldinn i lengdarflokkunum fjdlkostalikani med einhvern fjélda meldra
fiska og med einhvern tidnivigur. Tidnivigrarnir eru breytilegir & milli stddva en koma fra sameiginlegri
dreifingu med akvedid veentigildi og samdreifnifylki. Dreifingar tidnivigranna i stigskiptu likénunum eru
Dirichlet-dreifingin og margvid Gauss-dreifing sem er varpad yfir i hyrnu. Gognin hafa meiri dreifni en
fjolkostalikanid og fylgnin i gdgnunum er sterkari en fylgnin i likaninu sem byggir a fjolkostalikaninu
og Dirichlet-dreifingunni. Likanid sem byggir & fj6lkostalikaninu og margvidu Gauss-dreifingunni virdist
na ad lysa dreifninni og fylgninni i gdgnunum vidunandi vel. Stikarnir i likénunum eru metnir med

Bayes-matsadferdum.

1. Inngangur

Eitt af adalvidfangsefnum hafrannséknaeru likon fyr-
ir fiskistofna. Rannsoknirnar krefjast mikillar gagna-
s6fnunar um fiskistofnana. Tveer grundvallartegund-
ir gagna um fiskistofna eru lengdarmelingar stakra
fiska og magnvisitolur (e. abundance indices). Pessum
gbgnum ma safna i rannséknaleidangrum eda dr 16nd-
udum afla. Onnur gogn geta einnig verid mikilvaeg
i dkvednum tilfellum en énnur tegundin af pessum
grundvallargdgnum er alltaf hluti af greiningu a fiski-
stofnum.

Tolfreedilegir eiginleikar magnvisitalna hafa ver-
id rannsakadir umtalsvert, sja t.d. Pennington (1983),
Gunnar Stefansson (1996) og Jacobson (1996).
Lengdarmelingar & stékum fiskum eru pannig ao fisk-
arnir eru flokkadir i akvedna lengdarflokka, t.d. 1 cm

eda 1 mm flokka, (flokkunargdgn). brétt fyrir ad gogn
um lengdarflokka séu afar mikilveaeg fyrir stofnstaero-
armat, pa hafa tdlfreedilegir eiginleikar gagnanna ekki
verid rannsakadir til hlitar og einfold tdlfreedileg likon
hafa verid notud. I pessari grein er synt fram & hversu
langt fra forsendum einféldu likananna gognin eru og
kynnt télfraedilikan sem lysir gégnunum mun betur.
Fjolkostalikanid hefur mikid verid notad til ad
lysa fjolda fiska i lengdarflokkum, sj& t.d. MacDonald
og Pitcher (1979). Likanid gerir rad fyrir ad einstak-
lingur ar dkvednum flokki sé valinn af handahdfi med
akvednum likum. I MacDonald og Pitcher (1979) er
gert rad fyrir ad likurnar breytist ekki & milli stada
(stédva). 1 flestum tilfellum hegda fiskar sér ekki
sem fullkomlega sjalfsteedir einstaklingar heldur er
um einhvers konar hdphegdun ad reda. betta er med-
al annars komid til vegna feduvals og hryggningar-
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aldurs. Af pessum sékum kemur fram meiri dreifni
en fjolkostalikanid segir til um. Fjallad er um flokk-
unarbreytulikén sem gera rad fyrir meiri dreifni en
fjolkostalikanid i koflum 4-5 f McCullagh og Nelder
(1989).

Onnur forsenda i fj6lkostalikaninu, sem ekki a
vid um lengdarflokkunargégn um fiska, er forsend-
an um fylgni milli fjélda i lengdarflokkum. I gégnum
ma sj& ad samliggjandi flokkar hafa sterka jakveeda
fylgni & medan fjolkostalikanid getur adeins gefid nei-
kvaeda fylgni. Pad er vidbuid ad fiskar af svipadri
lengd hegoi sér & svipadan hatt og haldi pvi hépinn,
en petta kallar & jakveeda fylgni milli samliggjandi
flokka. Liffreedilegar asteedur fyrir pessu geta verid
faeduval, par sem t.d. steerd randyrsins setur akvednar
skordur & dkjosanlega sterd bradarinnar, sem leidir af
sér ad fiskar af svipadri sterd finnast & sama svaedi.

Klassiskar adferdir vid greiningu gagna um fiski-
stofna byggja a ad nota samantektarsterdir, par sem
steeroum frd mismunandi stédum er slegid saman.
pad er ljost ad tolfredileg meliskekkja i samantektar-
steerdunum er ekki su sem ad einfalt likan eins og fjol-
kostalikanid mundi spa fyrir um. betta fer ad skipta
mali pegar nota & nokkur gagnasofn i einu og val
& vogtdlum fyrir mismunandi patti sennileikafalls-
ins getur haft mikil ahrif & punktmatio, sja Gunnar
Stefansson (1998). Nyjustu likdnin fyrir fiskistofna
eru afar flokin og krefjast ad gagnastfn séu vigtud
i sennileikafallinu, sja Gunnar Stefansson og Olafur
K. Palsson (1998). bvi er asteda til ad finna leidir
til ad skilgreina sennileikapétt hvers gagnsafns vel og
pannig ad ekki purfi ad nota vogtélur.

Greinin er pannig uppbyggd ad i kafla 2 er gogn-
unum lyst og athugad hversu langt fra forsendum fjol-
kostalikansins gognin eru. i kafla 3 eru kynnt prju
likdn sem er beitt & gognin. Kafli 4 fjallar um grein-
ingu & gégnunum og i kafla 5 er samantekt.

2. Gognin

Gognin sem eru notud i pessari grein eru lengdarmeel-
ingar & karlkynsrakju og eru deemigerd fyrir lengdar-
flokkunargdgn ar rannsoknaleidangrum. A hverri stod
er framkveemt eitt tog og Ur hverju togi er tekid handa-
hofsartak af reekju sem er lengdarmelt. Adeins eru
notud gogn fra 43 stédvum i Isafjardardjapi ar leid-
angri sem var farinn i oktéber 2000. Fjoldi lengdar-
meldrar rekju & hverri st6d er & bilinu 60 til 394
med midgildi 264. | upphaflegu gégnunum er rakj-
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Mynd 1. Tidnirit af fjolda raekju sem eru minni en 13.5
mm ad lengd (af 120 & hverri st6d). Byggt & gégnum fra
40 stédvum par sem 120 eda fleiri reekjur voru lengdar-
meldar. Nakveemlega 120 rakjur voru valdar af handahofi
fra pessum 40 stédvum. Linan synir tvikostadreifingu med
stikan = 120 og p = 0.568.
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Mynd 2. Fylgni & milli fjolda i lengdarflokkum. Byggt
& gognum fra 40 stodvum par sem 120 eda fleiri reekjur
voru lengdarmeldar. Nakveemlega 120 raekjur voru valdar
af handahdfi fra pessum 40 stodvum til ad reikna fylgni-
studlana.

unni skipad i 0.5 mm flokka. Flokkunum fra 6 mm til
11 mm og flokkunum fra 18 mm til 20.5 mm er sleg-
i0 saman, en flokkarnir & milli 11 mm og 18 mm eru
Obreyttir. Samtals eru 15 lengdarflokkar.

Til sja hvort dreifni sé meiri en fjolkostalikanid
segir til um skiptum vid gégnunum i tvo flokka, reekja
minni en 13.5 mm og rekja sterri en 13.5 mm. bvi
nast eru valdar 120 malingar af handahdfi & 6llum
peim 40 st6dvum par sem 120 eda fleiri reekjur voru
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maldar. begar ndkvaemlega sami fjoldi melinga er &
hverri st6d er audveldara ad skoda eiginleika gagn-
anna. Ef fjolkostalikanid & vid gognin pa fylgir fjoldi
reekju sem er 13.5 mm ad lengd eda minni tvikosta-
dreifingu med stika n = 120 og eitthvert p. Mynd
1 synir tidnirit fjoldans i flokknum med rakju 13.5
mm og undir, &samt tvikostadreifingu sem kemst naest
gognunum. Pad er ljost ad pad er mun meiri dreifni i
gdgnunum en tvikostalikanid segir til um, pvi nokkr-
ar malingar falla & bilid nall til 40 og & bilid 90 til
120 en tvikostalikanid spair mjog litlum likum a bao-
um bilum. Einfalt ki-kvadrat-prof stydur tilgatuna um
ad tvikostalikanid eigi ekki vio en p-gildi préfsins er
nall. Nidurstadan er pvi st ad likan sem getur gert rad
fyrir meiri dreifni er naudsynlegt til ad lysa gégnun-
um.

Ef notad er sama undirsafn af gégnunum og hér
ad ofan, par sem fjoldinn er s& sami & hverri stdd,
ma fa vigra med fjolda rakju i hverjum af flokkun-
um 15. Med pessum vigrum ma meta fylgni & milli
fjéldans i tveimur flokkum an pess ad heildarfjéldi
a hverri st6d bjagi matid & fylgninni. bessi fylgni er
synd a mynd 2 sem fall af fjarleegd & milli flokka meld
i bilum (ekki i mm). Hver punktur synir fylgni & milli
fjoldans i tveimur flokkum. Pad er ljést af mynd 2 ad
fylgnin er ekki st sama og fjolkostalikanio segir fyrir
um, en fylgnin i fjélkostalikaninu er veik og neikved
a4 medan mynd 2 synir adeins jakveeda fylgni fyrir
samliggjandi flokka. pad er afar oliklegt ad fylgni-
studlarnir fyrir samliggjandi flokka sem reiknadir eru
ut fra gégnunum séu allir jakveaedir pegar undirliggj-
andi likan segir fyrir um neikveeda fylgni. Eftir ad
hafa skooad dreifina og fylgnina i gégnunum er ljost
ad likan sem hefur sveigjanlegra samdreifnifylki en
fjdlkostalikanid er naudsynlegt til ad lysa gdgnunum.

3. prju likdn fyrir flokkunargdgn

I pessum kafla eru kynnt prja likén fyrir flokkunar-
gogn og fjallad um hvernig stikarnir eru metnir med
Bayes-matsadferoum sem byggja & Markov-kedju
Monte Carlo (MCMC), sja t.d. Gilks, Richardson og
Spiegelhalter (1996) og Carlin og Louis (2000). Gert
er rad fyrir ad hver maling sé vigur par sem hvert stak
gefur fjéldann i tilsvarandi flokki. Summan yfir hvern
vigur er ekki st sama, en greiningin & gégnunum er
skilyrt & summuna yfir hvern vigur.

Fyrsta likanid er hid vel pekkta fjélkostalikan
par sem tidnivigurinn er sa& sami fyrir allar mal-
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ingar, sjad kafla 5 i McCullagh og Nelder (1989).
Hér verdur petta likan kallad stadlada fjélkostalikan-
i0. Annad likanid er Dirichlet-fjdlkostalikanid, sja
t.d. Mosimann (1962). Likanid er stigskipt par sem
hver maling fylgir fjolkostadreifingu med einhvern
tionivigur en tidnivigrarnir fylgja stadladri Dirichlet-
dreifingu, sja t.d. Johnson og Kotz (1972), bls. 231-
235. bridja likanid er eins og annad likanid nema
ad tidnivigrarnir hafa sému dreifingu og margvid
Gauss-slembibreyta sem er varpad & hyrnu. Aitchison
(1985) fjallar um slembisteerdir & hyrnu. Hér verdur
petta likan kallad Gauss-fjolkostalikanid en pad hef-
ur ekki verid kynnt i ritum hingad til. Likanid hef-
ur sveigjanlegra samdreifnifylki heldur en Dirichlet-
fjdlkostalikanid. Sem demi um greinar sem fjalla um
stigskipt Bayes-likon ma nefna, Diggle, Tawn, og
Moyeed (1998) og Waller, Carlin, Xia, og Gelfand
(1997).

Mestur ahugi er a medaltidnivigrinum, taknadur
med 8, par sem i 6llum premur likbnum gildir ad

E(X4|mg) =m0, qg=1,..,Q,

par sem X, taknar ¢-ta fjélkostavigurinn, m,, er fjoldi
hluta eda einstaklinga sem eru flokkadir og @ er fjoldi
vigra. | stigskiptu likdnunum ma lita & tidnivigur-
inn fyrir ¢-ta fjdlkostavigurinn, taknadur med p,, sem
slembibreytu par sem

E(pq) = 0’ q = 1’ ""Q'

I stadlada fjolkostalikaninu ma lita & p, sem fasta par
sem p, = 6 fyrir 6ll q.

Hér taknar X,; fjéldann i j-ta flokknum fyrir g-
tu meelinguna og p,; er tilsvarandi tidni og X, =
(Xq15-,Xq0)T 09 Dy = (g1, Pgs)T. SUMman
yfir X, er mg, pad er, my = Z;.Izl X ;. Ennfremur
er X = (X[,..,X3)" m = (m,..,mq)" og
p=(pi,.,py)" Fengingildia X, og X erutaknud
med z, 0g .

3.1. Stadlada fjolkostalikanio

Strjali slembivigurinn X, fylgir st6dludu fjol-
kostalikani med stika m, og 6 ef samdreifing X, er
a forminu

P(Xy = zq) = f(zqlmy,0) =

!
mg-
q Zgl ZqJ _
O 67, g=1,..,Q,
g
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parsem§; > 0,5 = 1,...,J og 25:1 0; = 1.Vid
ritum

(X,|myg,0) ~ Mult;(m,,0), q=1,...,Q,

sem taknar ad X, fylgir ofangreindri dreifingu.
Veentigildi og samdreifni X, gefid mg, eru

E(Xq|mq) = m4, Var(Xq|mg) = m ¥,
q = 17 " Q7
par sem
T = ¥(9) = diag(h) — 647,

og diag(z) téknar hornalinufylki med vigurinn z &
hornalinunni. Fylgnin & milli fjoldans i flokki j og
fjoldans i flokki 7 er

0,6;
Corr(Xyi, Xoi) = —4 | ——2t
Xas: Xt (1-6;)(1-6:)
i,j = ]'7""J, Z#J’ q: 17"'7Q' (1)

Af (1) mé sjé ad fylgnin er neikveed og veik ef badi
6; og 6; eru litil.

Fyrirframdreifing (e. prior distribution) stika er su
dreifing sem ad endurspeglar pa vitneskju sem til er
um stikann &dur en gognin eru kynnt. Latum fyrir-
framdreifingu € vera Dirichlet-dreifingu & (J — 1)-
vidri hyrnu med stika 3 = (B4, ..., 8s)T. Dreifing 6
er taknud med 7 (6) og er gefin med

— '(Bo) Bi—1  pBs—1
"® =@y TEnt

J
Bo=>_Bj.
j=1

Vid ritum 6 ~ Dir () sem taknar ad 6 fylgir ofan-
greindri fyrirframdreifingu. Eftiradreifing (e. posteri-
or distribution) stika er st dreifing sem ad lysir vitn-
eskju um stikann eftir ad gognin hafa veridé notud til
ad uppfera fyrirframdreifingu stikans. Eftiradreifing
0 gefid m og X = z, t&knud med w(0|m,x), er i
hlutfalli vid dreifingu X margfaldada vio fyrirfram-
dreifingu 6

Q
m(0|m, z) {H f(wamq,é’)} (6).
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Pa ma syna ad eftirddreifingin hér ad ofan er
Dirichlet-dreifing, pad er

Q
(8lm, @) ~ Dirs (8 + Y ay).

g=1
pad er audvelt ad fa Urtak fra dreifingunni hér ad ofan
og ekki parf ad beita MCMC adferéum.
3.2. Dirichlet-fjolkostalikanid

Dirichlet-fjdlkostalikan med stikavigur a =
(ay,...,a;)T marita sem stigskipt likan & forminu

(Xg|mg,pq) ~ Multj(mg,py),

(pq|a) NDiI‘J(O[)7 q= 17"'7Q7

sem felur i sér ad samdreifing X, og p, er

f (g, pqlmy, @) = f(xg|my, pg)m(pylar)

Ml e e T(@)
sl -zt Pl Ty T(ay)
Xp?llil"'p(quila q= 17"'7Q5

par sem 7(pg|c) er dreifing p, (Dirichlet-dreifing
med stikavigur ) og ag = Y i_, ay. Jadardreifing
X, faest med pvi ad heilda f(z,,pq|my, ) Yfir p,
vigurinn en han er til & lokudu formi, sjd Mosimann
(1962). Tidnivigrarnir, pg, fylgja Dirichlet-dreifingu
og pvi er veentigildi og samdreifni tidnivigranna

E(pq) = 0, Var(pq) = TlI", q= ]., ...,Q,
(2)
par sem
6=ajag, 0o T=(ap+1)"", 0<T<I1,
3

sja t.d. Johnson og Kotz (1972), bls. 231-235. Fylgnin
amilli py; 09 pg; er st sama og fylgnin a milli X,; og
Xgi 1 (1). Veentigildi og samdreifni X, gefid mg, eru

E(Xylmq) = m,9,
Var(X,|mg) = mg{1 + 7(my — 1)} ¥,
g=1,..,Q.
I jofnunni hér ad ofan ma sja hvernig stikinn 7 styr-
ir dreifninni i X,. Fylgnin & milli stakanna i X, er
st sama og fylgnin i stadlada fjolkostalikaninu, sja
(1). Jadarveentigildi og jadarsamdreifni i tveggja laga
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rodudu likani dkvardast af E(X) = E{E(X|Y)} og
Var(X) = E{Var(X|Y)} + Var{ E(X|Y)}, sja t.d.
Casella og Berger (1990), bls. 153-160.

Fyrirframdreifing « er tdknud med =(a). Gert
er rad fyrir ad m(«) sé pannig ad stok a séu 6had.
Fyrirframdreifing «; er taknud med =(o;), j =
1,...,J, 09 pviern(a) = szl m(a;). Hér er veld-
isvisisdreifing med veentigildi y; valin sem fyrirfram-
dreifing ;. Eftiradreifing a og p gefid m og X = «,
er

(e, plm, )

Q
{H f(a:q|mq,pq)7r(pq|a)} m(a),

q=1

Til ad draga handahd6fsurtok fra eftiradreifingunni hér
ad ofan, eru dregin handahofsartok fra eftirfarandi
skilyrtu dreifingum til skiptis

7T(aj |m7 xz, a—j7p) X

Q
{H f($q|mQapq)7T(pq|a)} m(a;),

q=1

fyrir j=1,..,J09

7r(pq|m,x, Oé,p,q) S8 f(wq|mq>pq)7r(pq|o‘)7

fyrir ¢ =1,...,Q, par sem p_, taknar vigur med
ollum stokum p ad undanskildum stékum p, 0g a_;
taknar vigur med 6llum stékum « ad undanskildu j-ta
staki «.. Dreifingarnar hér ad ofan mynda svokalladan
Gibbs safnara, sja Carlin and Louis (2000) bls. 141-
152. Gerd er grein fyrir skilyrtu dreifingunum hér ad
ofan i vidauka. begar blid er ad safna Grtaki fra eftir-
adreifingu « pa ma varpa pvi drtaki yfir i drtak af 6, 7
samkvaemt (3) og yfir i urtak af fylgni samkveemt (1).

3.3. Gauss-fjolkostalikanid
Gauss-fjolkostalikanid ma rita sem stigskipt likan &

forminu

(Xqlmg,pg) ~ Mult ;(mg,py),
eXp(nqj)
1+ 37021 exp(ingr)

Pqj (nq) =

49
_ 1
““W_1+zghmww’
(Mglp, W) ~ Gau(p, W™1),  ¢=1,...,Q, (4

par sem 1, = (g1, .-, Mg,7-1) . Latum einnig n =
(i, ...,nd)" . Likanid hér ad ofan felur i sér ad sam-
dreifing X, og n, er

F@qsnglmg, p, W) = f(zq|mg, pe(ng))m(nglp, W)

— Mg ma, )., % —(J-1)/2
B qu! .. .qu!pql (’I’]q) qu (nq)(27")

x |[W|2 exp —§(nq—u) Wing—mw) ¢,

par sem 7 (nq|p, W) er Gauss-dreifing med venti-
gildi  og samdreifnifylki W 1. Eins og i Dirichlet-
fj6lkostalikaninu, gildir ad E(py) = 0, ¢ = 1, ..., Q,
par sem j-ta stak 4 er gefid med

9, = E exp(¥);) ) Ci=1,..J,
’ “W@+m:mww ’

()
par sem veentigildid i (5) er yfir ¢ par sem ¢ fylg-
ir Gauss-dreifingu med medalgildi x og samdreifni
WL, 1 likaninu er samdreifnifylki sérhvers p, taknad
med Q, pad er, Var(p;) = Q, ¢ = 1,...,Q, par sem
(i, j)-ta stak Q er gefid med

O = E exp(vs + ;) 0.0,
! “WQHzﬁwmmp !
i,j=1,..,J. (6)

Ritum j-ta hornalinustak Q sem Q;; = 7;60;(1 — 6;),
J =1,...,J. Stikinn 7; styrir pvi hversu mikil dreifni
er i j-ta flokknum umfram m6;(1 — 6;). Veentigildi
og samdreifni X, gefid m, sem fall af 6, ¥ og €, eru

E(Xq|mq) = mg9,
Var(Xy|mg) = mg¥+my(m,—1)Q, ¢ =1,..,Q.
()

Jofnurnar i (7) eru fundnar & sama hatt og tilsvarandi
jofnur i Dirichlet-fjolkostalikaninu i kafla 3.2.

Latum m(u, W) vera fyrirframdreifingu u og W
par sem fyrirframdreifingin er pannig ad p og W eru
6hadar. bvi ma rita w(u, W) = w(u)m(W) par sem
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w(w) er fyrirframdreifing p og «(W) er fyrirfram-
dreifing W. Eftiradreifing u, W og n gefid m og
X =uzxer

7(w, W,n|m, z) o

Q
{H f(zqlmq, pa(ng))m(ng|p, W)} m(p)m(W).

g=1

Til ad draga handahd6fsurtok fra eftiradreifingunni
hér ad ofan, eru dregin handaho6fsurtdk fra eftirfarandi
skilyrtu dreifingum til skiptis

Q
Tr(/l’|m7$)Wa 77) X {H 7T(77q|ﬂ>W)} W(/L),

Q
w(Wm, z, p,m) o {H 7r(anu,W)} w(W),
q=1

m(nglm, z, i, Wyn—g) o< f(zglmg, pe(ng))

X7T(77q|ﬂa W)7 q= 17 R Q7

par sem n_, taknar vigur sem inniheldur 61l stok n
ad undanskildum stékum vigursins 7,. Gerd er grein
fyrir skilyrtu dreifingunum hér ad ofan i vidauka.

Til ad draga handahofsartok af 6 og Q fra efti-
radreifingunni er notud slembin heildun fyrir hvert
stak af u og W. bad er, fyrir i-ta stakid af u og
W fré eftirddreifingunni, sem er hér tdknad med
(pD, W®), drégum vid 100,000 handah6fsurtok
fra Gauss-dreifingu med ventigildi x(9 og sam-
dreifnifylki {W®}~1. bessum 100,000 vigrum er
varpad med sému vorpun og er notud til ad varpa n,
yfir i p, i Gauss-fj6lkostalikaninu i (4) en pa fast til-
svarandi vigrar i hyrnunni. bvi nast er medaltal og
samdreifni vigranna i hyrnunni reiknad. Medaltalid
er nalgun &4 0 = @(ud, W®) par sem @ er skil-
greint eins og i (5) og samdreifnin er nalgun 4 Q9 =
Q(pD, W®) par sem Q er skilgreint eins og i (6).

4. Tolfreedileg greining

Hér er farid yfir tolfredilega greiningu a gogn-
um um lengdardreifingu rekju sem lyst var i kafla
2. Lik6nunum premur Ur kafla 3 er beitt & gogn-
in. Safnad var 25,000 handahofsurtokum fra eftira-
dreifingu stadlada fjolkostalikansins. Fyrir Dirichlet-
fjdlkostalikanid voru notadar 4 MCMC kedjur ad
lengd 2,000 eftir ad leitarferli (e. burn-in) lauk
(kvedio sjonrent). Fyrir Gauss-fjolkostalikanid voru
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notadar 4 MCMC kedjur ad lengd 250,000 eftir ad
leitarferli (e. burn-in) lauk og hver 25-ta meling var
geymd. Til ad meta hvort kedjurnar i Dirichlet- og
Gauss-fjolkostalikdnunum séu ndgu langar til ad gefa
rétta mynd af eftirdreifingum stikanna, var reiknud
Gelman og Rubin (1992) samleitnisterdin fyrir stik-
ana. Byggt & samleitnisterdinni fyrir hvern stika og
sjonranu mati voru kedjurnar taldar gefa rétta mynd
af eftirddreifingunum.

Vid greininguna voru notadar fyrirframdreifingar
sem hafa mikla dreifni. Fyrirframdreifing 8 i stadlada
fjdlkostalikaninu er Dirichlet-dreifing med stikavig-
urinn g par sem 6ll stok 3 eru 0.5. Fyrirframdreifing
«; i Dirichlet-fjdlkostalikaninu er veldisvisisdreifing
med stika v; = 100, 7 = 1, ..., J. Fyrirframdreifing
1 Gauss-fjolkostalikaninu er Gauss-dreifing med
medalgildi v, = 0 og samdreifni W, ' par
sem W, = d0I;—1, § = 1075 og I;_1 er
(J — 1)-vitt einingafylki. Fyrirframdreifing W i
Gauss-fjolkostalikaninu er 6heildanleg (e. improper)
Wishart-dreifing, sja Mardia, Kent og Bibby (1979),
bls. 85, en dreifingunni er lyst nanar i vidauka.
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Mynd 3. Mat a lengdardreifingu raekju asamt 90% Bayes-
jadarlikindasveedum pegar gert er rad fyrir ad stadlada fjol-
kostalikanid eigi vid.

Myndir 3, 4 og 5 syna lengdardreifinguna pegar
gert er rad fyrir ad gognin komi fra stadlada fjol-
kostalikaninu, Dirichlet-fjdlkostalikaninu og Gauss-
fjolkostalikaninu. A pessum premur myndum er had
stlanna punktmat sem er byggt & veentigildi eftir-
adreifingar 6 (e. posterior mean), og skekkjumdrk-
in eru 90% Bayes-jadarlikindasveedi (e. Bayesian
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Mynd 4. Mat a lengdardreifingu raekju asamt 90% Bayes-
jadarlikindasveedum pegar gert er rad fyrir ad Dirichlet-
fjolkostalikanid eigi vid.

marginal credible sets). bad ljost af pessum mynd-
um ad punktmatid er ekki pad sama pegar gert er
rad fyrir pessum premur likbnum og ad stadlada
fjdlkostalikanid gefur prengstu jadarlikindasveedin en
Gauss-fjolkostalikanio pau vidustu. Myndir 6, 7 og 8
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Mynd 5. Mat & lengdardreifingu raekju dsamt 90% Bayes-
jadarlikindasveedum pegar gert er rad fyrir ad Gauss-
fjdlkostalikanid eigi vid.

syna fylgni i eftiradreifingu 6 sem fall af fjolda bila &
milli flokka fyrir stadlada fjolkostalikanid, Dirichlet-
fjolkostalikanid og Gauss-fjolkostalikanid. Mynd 8
synir baedi sterka jakveaeda og neikveeda fylgni & med-
an myndir 6 og 7 syna nar eingdngu veika neikvaeda
fylgni. bvi er lj6st ad eftiradreifing 8 er mjog 6lik und-
ir likénunum premur pegar horft er & fylgnina.
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Mynd 6. Fylgnin i eftirddreifingu 6 sem fall af bilinu &
milli lengdarflokka pegar gert er rad fyrir ad stadlada fjol-
kostalikanid eigi vid.
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Mynd 7. Fylgnin i eftirédreifilngu 8 sem fall af bilinu &
milli lengdarflokka pegar gert er rad fyrir ad Dirichlet-
fjolkostalikanid eigi vid.

Myndir 9 og 10 syna mat & fylgninni & milli
tionivigranna (byggt & miogildum i eftiradreifingunni)
pegar gert er rad fyrir ad Dirichlet-fjdlkostalikanid
eigi vid annars vegar og pegar gert er rad fyrir ad
Gauss-fjolkostalikanid eigi vid hins vegar. Pegar gert
er rad fyrir ad Dirichlet-fjdlkostalikanid eigi vid, pa
er fylgnin reiknud samkveemt (1) en fylgnin er reikn-
uo ut fra Q i (6) pegar gert er rad fyrir ad Gauss-
fjdlkostalikanid eigi vid. begar myndir 9 og 10 eru
bornar saman vid mynd 2 er ljést ad pad er sterk ja-
kvaed og neikveed fylgni til stadar i gdgnunum sem
Dirichlet-fjolkostalikanio naer ekki ad lysa a medan
Gauss-fjolkostalikanio virdist vera negjanlega sveigj-
anlegt til ad lysa fylgninni i gdgnunum vidundandi
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Mynd 8. Fylgnin i eftirédrei;‘ingu 6 sem fall af bilinu
a milli lengdarflokka pegar gert er rad fyrir ad Gauss-

fjdlkostalikanid eigi vid.
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Mynd 9. Mat & fylgninni innan Itiénivigurs sem fall af bilinu
a milli lengdarflokka pegar gert er rad fyrir ad Dirichlet-
fjolkostalikanid eigi vid.

vel. bess ber ad geta ad fylgni & mynd 10 er reiknud
Ut frd mati & Q2 eingdngu, og er byggd & 6llum gégnun-
um medan mynd 2 synir fylgnina innan hvers X, og
er byggd & punktmati & Var(X,) = mq¥ +mgy(mg —
1)Q og undirsafni ar gégnunum (m, = 120 fyrir 6ll
g, alls 40 stddvar). Mynd 11 synir mat & stikunum 7,
j =1,...,J, i Gauss-fjlkostalikaninu, byggt & mio-
gildi eftiradreifingarinnar og skekkjumorkum byggo-
um & 90% Bayes-jadarlikindasvaedum. A mynd 11
ma sja ad pad er osennilegt ad oll 7;, j = 1,...,J,
séu pau sdmu par sem nokkur skekkjumérk skarast
ekki. Sambeerilegur stiki i Dirichlet-fjdlkostalikaninu
er stikinn 7. Midgildi eftiradreifingarinnar 7 er 0.0209
0g 90% Bayes-jadarlikindasvadi er (0.0185, 0.0234).
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Mynd 10. Mat & fylgninni innaln tionivigurs sem fall af bil-
inu & milli lengdarflokka pegar gert er rad fyrir ad Gauss-
fjolkostalikanid eigi vid.
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Mynd 11. Dreifnistikarnir 7;, j = 1, ..., J, fyrir lengd-
arflokkana i Gauss-fjdlkostalikaninu, asamt 90% Bayes-

jadarlikindasvaedum.

Til ad prdfa hvort gognin komi fr4 Dirichlet-
fjdlkostalikani er eftirfarandi t6lfreediprof notad.
Gildi ur eftiradreifingu o eru notud til ad bua til gdgn
samkvamt Dirichlet-fjlkostalikaninu sem hafa sému
steerd og undirsafnid i kafla 2 (m, = 120 fyrir 6ll g,
alls 40 stddvar). Fyrir hvert gagnasafn eru fylgnistudl-
ar & milli flokka reiknadir. Fylgnistudlarnir eru settir
i annad veldi og medaltal peirra svo tekid. ba feaest
dreifing fyrir medaltal fylgnistudlanna i 6dru veldi
midad vid Dirichlet-fjdlkostalikanid. Medalgildid &
fylgnistudlunum i 6dru veldi sem fast Gr undirsafn-
inu Ur kafla 2 er borid saman vid dreifinguna og gef-
ur s& samanburdir p-gildi upp & nall. Ef vid tokum
pessa stadreynd og stadreyndirnar hér ad ofan saman
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bendir allt til pess ad sveigjanlegt likan eins og Gauss-
fjdlkostalikanid sé naudsynlegt til ad lysa gégnunum
nagjanlega vel. Stadlada fjélkostalikanid & alls ekki
vid gdgnin og Dirichlet-fjdlkostalikanid er ekki nagj-
anlega sveigjanlegt til ad lysa gégnunum, sérstaklega
pegar kemur ad fylgninni.

5. Samantekt

| pessari grein hefur verid kynnt nytt likan sem
vid kollum Gauss-fjdlkostalikanid. Likanid lysir vel
gognunum sem var fjallad um i kafla 2, pad er flokk-
unargdgn um lengd raekju sem hafa meiri dreifni og
sterkari fylgni en stadlaoa fjolkostalikanid segir fyrir
um. Dirichlet-fjdlkostalikanid er oft notad til ad lysa
gbgnum sem hafa meiri dreifni en stadlada fjolkosta-
likanid segir fyrir um. Hér kemur i lj6s ad Dirichlet-
fjdlkostalikanid er ekki naegjanlega sveigjanlegt til ad
lysa fylgni gagnanna. Gégn um lengd porska gafu
sému nidurstddur, pad er, Dirichlet-fjdlkostalikanid
atti ekki vio gognin en Gauss-fjolkostalikanid var
n&egjanlega sveigjanlegt. betta gefur til kynna ad
Gauss-fjolkostalikanio sé gagnlegt likan i fiskifraedi.
Pegar eftiradreifing 6, hefur verid fundin med
MCMC par sem gert er rad fyrir ad Gauss-
fjdlkostalikanid eigi vid, ma nota Urtakid til ad finna
nélgun & logaritmanum af sennileikafalli 6 sem er
hluti af steerra likani. Vigurinn 6 er hugsanlega stik-
adur i stdra likaninu sem § = f(«)), par sem f er eitt-
hvert fall og 4 er vigur med stikum. Nalgun & loga-
ritmanum af sennileikafalli ¢ geeti verid & forminu

1) = [h{8} — E{h(f(¥))Im, 2}]*

x [Var{h(6)m,z}] 7' [1{6} — E{f(¥)Im,z}],
par sem h(z) er pannig ad h;(x) = log(x;) —log(1—
Yicta) j = 1,...,J — 1, og E{h(8)}m,z} og
Var{h(0)|m,x} eru ventigildi og samdreifni eftir-
adreifingar h(@). b6 ad pessi nalgun byggi & badi
Bayes-t6lfraeedi og sennileikaadferdum, pa getur nalg-
un sem pessi verid naudsynleg pegar um er ad reeda
stor likdn sem byggja & nokkrum mismunandi gagna-
s6fnum.

Ef sennileikafall ) veeri nalgad med jadareftira-
dreifingu h(@) byggda & Dirichlet-fjdlkostalikaninu
fengist nalgun sem hefdi annad hagildi en néalgun
byggda & Gauss-fjdlkostalikaninu. betta sést pegar
myndir 4 og 5 eru bornar saman, medalgildi 6 er ekki
pad sama i pessum tveimur eftiradreifingum og sama
gildi um medalgildi k(). Nalgunin teki heldur ekki
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tillit til fylgni i eftiradreifingu h(6). Fylgnin i eftira-
dreifingu h(8) er mjog svipud og fylgnin i eftiradreif-
ingu . Myndir 7 og 8 syna eftiradreifingu 8 pegar gert
er rad fyrir Dirichlet-fjdlkostalikaninu annars veg-
ar og pegar gert er rad fyrir Gauss-fjdlkostalikaninu
hins vegar. A myndunum ma sja ad mikill munur
er & fylgninni i eftirdreifingu 6. bvi er ljost ad ef
sennileikafall v vaeri nalgad med jadareftiradreifingu
0 byggoa a Dirichlet-fjolkostalikaninu fengist bjagad
mat & .

pakkir

Rannsdknirnar sem liggja hér ad baki eru studdar
med Evrépubandalagsrannséknastyrk QLK-CT1999-
01609 og voru unnar & medan Birgir starfadi vid
Hafrannsoknastofnun.

Vidauki: Gibbs safnarar
Dirichlet-fj6lkostalikanid
Skref 1. Skilyrta dreifing «; gefid m, X, poga_;, er

ﬂ'(aj |m7 z,D, a*j) o8

Q
{H f($q|mqapq)7r(pq|a)} 7"'(O‘j)a J=1.,J

q=1

par sem (Xg|mgq,pg) ~ Mult(mg,pq), (pgle) ~
Diry(a), ¢ = 1,...,Q, og fyrirframdreifing o; er
veldisvisisdreifing o; ~ Ezp(y;), j = 1,..,J.
Skilyrta dreifing a; hefur ekki pekkt form og pvi er
notad Metropolis—Hastings-skref til ad draga handa-
hofsartak fra dreifingunni, sja Carlin og Louis (2000)
bls. 152-158.

Skref 2: Skilyrta dreifing p, gefid m, X, p_, 09 «, er
T(pg|m, z,p—g, @) o< f(z4lmyg, pg)m(pgla),
g=1,..,0Q.

Margfeldi dreifinganna hér ad ofan er Dirichlet-
dreifing med stika (a + z,), pannig ad

(pqlmaxap—qaa) ~ DirJ(a+xq)a q= ]-7 7Q

Gauss-fjolkostalikanid

Skref 1: Skilyrta dreifing p gefid m, X, W og n, er

Q
m(ulm, z, W,n) o {H (1|12, W)} ()
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bar sem (|, W) ~ Gau(p, W), ¢ = 1,..,Q,
og fyrirframdreifing u, 7(u), er Gauss-dreifing p ~
Gau(y,, Wu—l). P& verdur skilyrta dreifing u Gauss-
dreifing

(plm,z, W,n) ~ Gau({QW + W, } "

Q
x {WZ% + Wb, {QW + W, 371,

¢=1

Skref 2: Skilyrta dreifing W gefid m, X, pog n, er

Q
MWW%mmm{Hﬂ%mW%ﬂW)

par sem fyrirfra<mdreifing W er hér Gheildanleg
(e. improper) Wishart dreifing, sja Mardia, Kent og
Bibby (1979) bls. 85

7(W) o [W|~7/2 exp{—tr(PyW)/2}

par sem Py = el;_1, I;_1 er einingafylki af vidd
(J — 1), og € = 0.01. Skilyrta dreifing W er Wishart
dreifing,

Q
(Wim, z,n, 1) ~ Wisy1({D_(ng—p)(ng—p)"

g=1
+ PO}_laQ)'

Dreifingin hér ad ofan er heildanleg (e. proper)
Wishart dreifing ad pvi gefnuad @ > (J — 1).

Skref 3: Skilyrta dreifing ny gefio m, X, u, W 0ogn_q,
er

77(77q|m>37al% W7 T’*q) X f($q|mq>pq(77q))
X7T(77q|ll,W); q= 17--'7Q'

Skilyrta dreifing n, hefur ekki pekkt form, og pvi er
notad Metropolis—Hastings skref til ad draga handa-
hofsartak fra dreifingunni.

Summary: An extension of the multinomial model of
counts is presented to account for over-dispersion and dif-
ferent correlation structure. Such models are needed in bio-
logical applications such as the analysis of length measure-
ments from surveys of heterogeneous populations, used for
assessments of marine resources. One of the goals of such a
survey is to estimate the length distribution of pre-specified
species within a particular area. Using data on shrimp in
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Icelandic waters, it is demostrated that the assumptions used
in practice for categorical length data are seriously violated.
The length data on shrimp exhibit variances that are larger
than those of the standard multinomial model and correla-
tion coefficients that are greater than those of the Dirichlet-
multinomial model. To alleviate these problems a hierarchi-
cal model based on the multinomial distribution and the lo-
gistically transformed multivariate Gaussian distribution is
proposed. It is illustrated that this model captures the com-
plex covariance structure of the data. The parameters in the
models are estimated using a Bayesian estimation proce-
dure based on Markov chain Monte Carlo.
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