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Agrip - Setningar fra 19. 6ld sem kenndar eru vid Jacobi og Chrystal lysa samsetningu lausnarims linulegra
diffurjéfnuhneppa med fastastudla. Slik hneppi svara til fylkjagildra falla par sem hvert stak er marglioa og
diffurvirki er fenginn med pvi ad setja diffurvirkjann D i stad breytunnar z. Sett er fram alhafing sem
byggist & fagudum virkjagildum follum i stad fylkjagildra falla, og diffurvirkinn par sem D kemur i stad
z er talkadur. Virkjarnir verka & Banach ram sem er hugsanlega 6endanlega vitt. Fram kemur alhafing &
nidurstddum Jacobis og Chrystals. Margfeldni fyrir punkt i réfi virkjagilds falls er lykilhugtak sem leidir til
ymissa margfeldniskenninga. Margfeldniskenningu fyrir Fredholm-virkja er lyst i smaatridum og synt er ad
han er gagnleg fyrir Gtreikninga jafnvel fyrir endanleg diffurjéfnuhneppi.

1. Setningar Jacobis og Chrystals

A 19. 61d rannsdkudu pyski staerdfreedingurinn C. G. J. Jacobi og breski staerdfradingurinn G. Chrystal linuleg
diffurjéfnuhneppi med fastastudlum. Daemi um slikt hneppi er
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baegilegri rithattur til pess ad tilgreina slik hneppi er fenginn med pvi ad innleida diffurvirkjann D fyrir d/dt.
Hneppid verdur pa
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og er pvi af gerdinni
A(D)y =0,

par sem A(z) er fylki med stok sem eru marglidur i breytunni z og y er vigurgilt fall.

Jacobi skodadi slik verkefni i grein sem birtist arid 1865 [5]. Samkveemt Ince [4] var umfjéllun Jacobis
gollud, en Chrystals lagadi villur hins freega fyrirrennara sins i ritgerd frd 1895 [1]. Athuganir peirra snerust
adallega um tvaer spurningar:

1. Hver er r6d hneppisins?
2. Hvenar eru tvo hneppi jafngild?
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Med rdd (e. order) hneppisins er att vid fjolda étilgreindra fasta i almennri lausn. Vid vitum ad lausnamengid er
vigurram af vigurféllum, en hugtakid vigurram var 6pekkt & pessum tima. R6d hneppisins er pvi ekkert annad
en vidd pessa rims. Dalitio floknara er ad tskyra hvad er att vid med pvi ad tvd hneppi séu jafngild. pad hjalpar
ekki ad skilgreining Ince & jafngildi er 6skyr og jafnvel villandi, en hann er adalheimild hofundarins. Litum &
tvo hneppi

AD)y=0 og B(D)y=0

par sem A(z) og B(z) er n x n-fylki med marglidustok. Hneppin eru sdgd jafngild ef til eru n x n-fylki C1 (2)
og C>(z) med marglidustdk, pannig ad

A(z) = Ci(2)B(z) o9 B(z) = Ca(2)A(2),

0g par med er ljést ad jafngild hneppi hafa sému lausnir.
Adalnidurstddur peirra Jacobis og Chrystals eru eftirfarandi:

1. R&d hneppisins A(D)y = 0 er jofn stigi marglidunnar det A(z).

2. Tvo hneppi eru jafngild ef og adeins ef pau hafa sému lausnirnar.

3. Eftvd hneppi A(D)y = 0 0g B(D)y = 0 eru jafngild pa er kvoti dkvedanna det A(z)/ det B(z) fasti sem
er ekki 0.

P6 ad det A(z)/ det B(z) # 0 sé fasti getum vid ekki &lyktad ad hneppin séu jafngild, enda pétt Ince haldi
hinu gagnsteda fram (en eins og sagt var adur er hugtakid jafngildi alls ekki skyrt hj& honum). Daemin eru

hneppin
D1][wn]_|O o DO f{ya|_|O
0D][w] o] ® |oD]||w] |0
sem geta ekki verid jafngild pvi pau hafa ekki sému lausnirnar.

2. Diffurvirki virkjagilds falls

Setningar peirra Jacobis og Chrystals voru sannadar med pvi ad breyta hneppinu A(D)y = 0 i prihyrningslaga
hneppi med pvi ad margfalda vinstramegin med réd af fylkjum af gerdinni ®(D) par sem det ®(z) er fasti
annar en 0. bad er sambeerilegt vid pad ad nota Gauss eydingu til ad leysa linulegt jéfnuhneppi.

Athugum nast virkjagilt fall A : C — L(E, E) par sem E er Banach rdm yfir C og L(E, E) taknar
Banach rimid sem samanstendur af 6llum samfelldum linulegum virkjunum fra E til E. Vid gerum rad fyrir
ad fallio A sé fagad. Fagud foll af z sem taka gildi i Banach rimi hafa svipada eiginleika og C-gild fagud foll.
Setning Cauchys gildir og slik féll ma lida i veldaradir med vigurstudlum. Sa spurning vaknar hvort haegt sé ad
skilgreina diffurjéfnu A(D)y = 0 pd ad A(z) sé ekki endilega marglida og rimid E e.t.v. endanlega vitt, og
sanna setningar Jacobis og Chrystals an pess ad nota rék sem eiga einungis vid um fylki.

Ef A(z) er ekki marglida, pa purfum vid m.a. ad geta tllkad

Y1 0
y2 | = |0
Y3 0

sem diffurjéfnuhneppi i sveedi sem inniheldur ekki skautin 0, ¢ og —i. Almennt ef A(z) er fagad virkjagilt fall,
med gildi i L(E, E), hvada merkingu getum vid uthlutad ,,diffurjéfnuhneppinu*

D3+1 sinD 1
(D*+1)"' D* D*+5
D? D3 coshD

A(D)y =07

Til ad svara pvi purfum vid ad innleida akvedinn flokk af follum. Latum E vera Banach rim og A tvinntolu.
Veldisvisismarglida med veldisvisi ), stig m og gildi i E er fall af gerdinni

y(t) = e)‘t(uo +tur 4+ -+t uy) (1)
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par sem wy, ..., un, eru vigrar i E og u,, # 0. RUm allra veldisvisismarglida med veldisvisi A og stig minna
en N med gildi i E er taknad V3 (E) og rdm allra veldisvisismarglida med visi A er taknad V2 (E). Almenn
veldisvisismarglioa er linuleg samantekt af veldisvisismarglidum med e.t.v. 6likum veldisvisum. Rim allra
veldisvisismarglida er bein summa ramanna V2 (E), A € C. Mikilvegi pessara falla fyrir linulegar diffurjofnur
med fostum studlum liggur i pvi ad allar lausnir & 6hlidrudum jéfnum eru veldisvisismargliour.

Latum n0 A(z) vera fagad virkjagilt fall med gildi i L(E, E) og fagunarsvadi D. Vid skilgreinum diffur-
virkjann A(D) pannig ad hann verki & V) (E) fyrir sérhvert A € D med eftirfarandi haetti:

ADYy(E) = MY AV D), &
k=0

par sem y(t) = e f(t) og f er marglida med studla i E. R6din er samleitin, enda eru allir lidir 0 eftir akvedinn
stad. Takid eftir ad pessi skilgreining er pripeett. I fyrsta lagi hofum vid regluna

AD)(Mf(1) = eM AN+ D)f(t)

sem er tilfaersluregla fyrir diffurvirkja. [ 63ru lagi héfum vid formlegu veldarédina
i BP0 (\)D*
k!
k=0

fyrir A(X + D). [ pridja lagi er veldarodin latin verka & f(¢) med pvi ad tGlka D sem diffrun.
Ef A(z) er marglida ", , Ax2* par sem Ay eru virkjar pa er augljos leid til ad lata A(D) verka sem
diffurvirkja, nefnilega

AD)y(t) = > AxDFy(t) =D Apy® (). 2
k=0 k=0

petta er i samreemi vio ofangreinda skilgreiningu (1).
Samsvérunin milli virkjagildra falla og diffurvirkja er demi um virkjareikning (e. operational calculus).
Um er ad reeda métun fra baugi virkjagildra falla til baugs diffurvirkja. Vid htfum pvi reglurnar

(A+B)(D) = A(D)+ B(D) oy (AB)(D) = A(D)B(D) @3)

ef A(z) og B(z) eru fagud virkjagild foll med sému formengi D og med gildum i L(E, E).

I stad pess ad setja fram vidfedma spurningu peirra Jacobis og Chrystals um réd jéfnunnar spyrjum vid
stadbundinnar spurningar: Hver er vidd rims peirra lausna verkefnisins A(D)y = 0 sem liggja i V.2 (E)? Svar
vid pessari spurningu faest med pvi ad nota hugtakid margfeldni.

3. Margfeldni virkjagilds falls

Hugtakid margfeldni virkjagilds falls sameinar tv kunnugleg demi: margfeldni rétar A & jofnu f(z) = 0; og
algebrulega margfeldni eigingildis A virkjans T'. Latum E vera Banach rim og latum A(z) vera fagad fall med
gildi i L(E, E) og formengi D C C. Vid gerum rad fyrir ad gildi sem A(z) tekur séu virkjar af sérstakri gerd,
nefnilega ad pau séu Fredholm virkjar med visi 0. Virki T € L(E, E) kallast Fredholm virki ef kjarni hans
ker T hefur endanlega vidd og myndram hans ran T hefur endanlega hjavidd. b4 er visir virkjans skilgreindur
sem dim ker T' — codim ran T' og vid gerum rad fyrir ad hann sé 0 fyrir gildi fallsins A(z).

Kunnugleg demi um Fredholm virkja med visi O eru allir virkjar i L(E, E) ef E hefur endanlega vidd, og
virkjar af gerdinni A+ B par sem A er andhverfanlegur og B pjappadur. Vid segjum ad virki sé andhverfanlegur
ef andhverfaner stak i L(E, E). pad nagir ekki ad virkinn hafi andhverfu & hlutrami i E. Ef A(z) er virkjagilt
fall med formengi D pa er rof pess mengi allra A € D pannig ad A(A) er ekki andhverfanlegur.
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Med fyrrgreindum skilyrdum getum vid skilgreint margfeldni A(z) i punktinum A € D. Vid fylgjum
framsetningunni ar [6]. Runa (4,,)52, af virkjagildum féllum fast med prepun samkveemt reglunni

AO =A 0g An(z) = An_l(z)((z — /\0)_17Tn_1 +1I— 71'n_1), n > ].,

par sem 7,1 er samfelldur ofanvarpsvirki med myndrdm ker A,,_1 (o). P& setjum vid
ulA; Ao = Z dim (ran 7).
n=0

Synt var i [6] ad runan (dim (ranm,))52, er vel skilgreind, en pad pydir ad hin er ekki had pvi hvernig
ofanvarpsvirkjarnir (7, )52, eru valdir (pad eru yfirleitt margir slikir virkjar sem hafa tiltekid myndrdm). Runan
(dim (ran 7,,))S2, er einhalla minnkandi. bvi er u[A4; A¢] endanlegt ef og adeins ef til er m pannig ad 7,,, = 0.
Minnsta slik tala m kallast uppstigun A i Aq. Til eru adrar leidir til ad skilgreina margfeldni. Sja [3].

Vid tilgreinum hér nokkra eiginleika margfeldninnar. bessar nidurstédur komu fram i [6].

(1) Ef E hefur endanlega vidd pé er u[A; A¢] jofn margfeldni Ag i venjulegum skilningi sem rét & jéfnunni
det A(z) = 0.
(2) (Margfeldissetning) Ef A(z) = B(z)C(z) fyrir6ll z € D, paer

1[A; Ao] = pu[B; Ao] + p[C; Ao]-

(3) Ef D er samanhangandi og til er punktur z € D pannig ad A(z) er andhverfanlegur pa er réf A strjalt
mengi og samanstendur af punktum med endanlega margfeldni.

(4) Ef A(z) = 2I — T par sem I er samsemdarvOrpunin og 7' fastur virki, og ef Fredholm-skilyrdid er
uppfyllt i grennd um z = A, pa er margfeldnin p[A; A] jofn algebrulegri margfeldni A sem eigingildis T'.
Uppstigunin er minnsta talan m pannig ad ker(A\I — T)™+! = ker(A\I — T)™.

NU getum vid svarad spurningunni um stadbundna réd jofnunnar A(D)y = 0.
Setning 1. Ram allra lausna & A(D)y = 0 sem liggja i V2 (E) hefur vidd u[4; A).

Pessi setning er sénnud i [8]. Vid rekjum hér sénnunina f stérum drattum. L&tum fyrst A(z) = (z — A7 +
I — « par sem 7 er ofanvarpsvirki. Diffurjafnan A(D)y = 0 er audleyst og er almenn lausn y = e*v par sem
v er Gtiltekinn vigur i ran 7r. Setningin gildir pvi i pessu tilfelli. Fyrir almenna tilfellid skrifum vid

A(z) = Am(2)P(2)
par sem A,,,(A\) er andhverfanlegur, m er uppstigunin og P(z) er margfeldid
((Z — )\)me1 +1I— mel)((z — )\)ﬂ'm,Q +1I—- 7Tm,2) - ((Z — )\)7‘(’0 +1I— 71'0).

Hvad vardar lausnir i V2 (E) jafngildir A(D)y = 0 verkefninu P(D)y = 0. Sénnunin er fullgerd med prepun
m.t.t. m.

Ef E hefur endanlega vidd og A(z) er marglida, pa leidir setningin til fyrstu nidurstéou Jacobis og
Chrystals, ad ram allra veldisvisismarglidulausna & A(D)y = 0 hefur vidd sem er jofn stigi marglidunn-
ar det A(z). bad er vegna pess ad med pessum forsendum getum vid beitt undirstédusetningu algebrunnar,
setningu 1 og peirri stadreynd ad u[A; A] er hasta veldi af z — A sem deilir det A(z), til pess ad alykta ad
veldisvisismarglida med visi A getur einungis verid lausn ef A er rot & det A(z), og ennfremur ad ef S er rim
veldisvisismarglidulausna med visi A pa er vidd beinu summunnar @, . Sx jofn stigi marglidunnar det A(z).
pessi beina summa er rim allra veldisvisismarglidulausna.

pad er vel pekkt ad ekki eru til adrar lausnir en veldisvisismarglidur pegar A(z) er marglida og E endanlega
vitt raim. pad er po erfitt ad atta sig a pessu an pess ad nota hugtdk og stadreyndir ar fylkjareikningi, t.d. pa
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stadreynd ad til er virki ®(z) med marglidustok pannig ad ®(z)A(z) = det A(z)I. Af pvi leidir ad ef y(t)
er lausn & A(D)y = 0 pa er sérhvert hnit i y(¢) lausn & C-gildu jofnunni det A(D)y = 0. Allar lausnir &
henni eru veldisvisismarglidur. Hofundur hefur synt fram & ad ef A(z) er marglida og hefur i versta lagi skaut i
oendanlegu (sem gildir sjalfkrafa i endanlegum viddum) pa eru allar lausnir 8 A(D)y = 0 veldisvisismarglidur
i alhaefoum skilningi [8].

Skilgreining & margfeldni gerir okkur kleift ad reikna lausnirnar & A(D)y = 0 sem hafa tiltekinn veldisvisi,
an pess ad finna almenna lausn. Grunnhugmyndin er ad lausn 4 jéfnunni

(7D + I —m)y = g(t),

er gefin med
y=UT-mgt) + W/g(t) dt + mw 4)

par sem & er ofanvarp og w er frjals vigur. Gerum nu r&d fyrir ad (4,)52, sé runa af virkjagildum follum
samkvamt uppskriftinni

Ag=A og An(2) =An_1(z)((z—/\o)_17rn—1 +I—7rn_1), n>1,
par sem 7,1 er samfelldur ofanvarpsvirki med myndrdm ker A,,_1 (Ao). L&tum uppstigunina vera m. P4 er
A(z) = Ap(2)(Tm-1(z = A) + I — m—1) ... (mo(2 = N) + T — 7o)

par sem A,,()) er andhverfanlegt. Veldisvisismarglidan y(t) = e*wu(t) er lausn pa og pvi adeins ad marglidan
u(t) sé lausn &

(7Tm,1D + I— 7Tm,1) . (7TOD + I— 7r0)u =0.

bessi jafna er leyst med pvi ad beita (4) m sinnum i réo.

pessar hugmyndir gefa skyringu & ,,taknranu adferdinni* sem notud er til ad finna sérlausn & A(D)y = g(¢)
begar g er veldisvisismarglida. Adferdin var kennd i namskeidi hofundarins um diffurjéfnur vid Haskdla islands
4 9. dratugnum [7]. Vid viljum t.d. finna sérlausn & A(D)y = g(t) sem er veldisvisismarglida med veldisvisi A
ad pvi gefnu ad g(t) sé veldisvisismarglida med veldisvisi A. Latum g(t) = e*h(t) par sem h(t) er marglida
af stigi N. Med sému forsendum og vid gafum okkur &dur er y = eu(t) par sem u(t) er marglidulausn &

Am(D + )\)(ﬂ'm_lD + I— 7Tm—1) . (71'0D + I— 7T0)U = h(t)

Vid leysum pessa jofnu med pvi ad fjarlaegja pattina vinstra megin einn i einu. bar sem A,,, () er andhverfan-
legt faest i fyrsta skrefi

N
(Tm-1D +1 = mm_1)...(moD + I —mo)u = Am(D + ) 'h(t) = > _ bpD*h(t)
k=0

par sem chvzo by D* er Taylor-marglida A,, (D + X)~! af stigi N. Sidan er (4) beitt m sinnum. Almennt hefur
sérlausnin herra stig en g(t) en haekkunin er j6fn uppstiguninni en ekki margfeldninni. Tilfellid um C-gildar
jofnur sker sig Ur og er villandi vegna pess ad pa eru uppstigun og margfeldni jafnar. I lok greinarinnar eru
nokkur synidaemi reiknud med pessari adferd.
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4. Hlidrunarobreytt veldisvisismarglidnarim

Almennur eiginleiki allra diffurjafna sem eru sjalfstedar, p.e. par sem éhéda breytan kemur hvergi fram nema
i diffurkvotunum, er ad hlidrun lausnar er aftur lausn. Sér i lagi gildir pad fyrir diffurjéfnuna A(D)y = 0 ad
lausnardmid er 6breytt med hlidrun. Pad sama gildir um rdm allra lausna sem eru veldisvisismargliour med
tiltekinn veldisvisi. Rifjum upp ad ef margfeldnin u[A4; A] er endanleg pa hefur rim allra veldisvisismarglidu-
lausna med veldisvisi A viddina p[A; A].

A hinn boginn getum vid spurt hvort sérhvert endanlega vitt, hlidrunarobreytt hlutram i V2 (E) sé ram
veldisvisismarglidulausna med veldisvisi A & einhverri jofnu A(D)y = 0 og ef svo er hve mikid frelsi liggi i
vali & A(z). Eftirfarandi setning er sénnud i [8].

Setning 2. Latum S vera endanlega vitt, hlidrunardbreytt hlutram i V. (E). Eftirfarandi nidurstodur gilda:

(1) Til er f4gad virkjagilt fall A, med formengi sem er grennd um ), pannig ad S er rim allra lausha &
A(D)y = 0sem liggja i V2 (E).

(2) Sérhvert fall A i (1) uppfyllir u[A4; A] = dim S.

(3) Ef A og B eru tvo foll sem uppfylla forsendur i (1), paeru BA—! og AB—! badi fagud i grennd um .

(4) Ef B er fagad i grennd um A, B(D)y = 0 fyrir 6ll y € S, og A hefur pann eiginleika sem settur var fram
i (1) pa er til fagad virkjagilt fall C pannigad B = C'A.

Til skyringar & 1id 3 ma beeta pvi vid ad A~! taknar fallid z — A(z)~!. B&di A~ og B~! hafaskautiz = X
en X er afmaanlegur sérstodupunktur fyrir BA—! og AB~1. Lidur 2 er endurtekning & setningu 1.

Vid skodum nast afleidingu af (3) i pessari setningu sem vardar adra setningu Jacobis og Chrystals. Gefum
okkur tvo virkjagild fagud foll A og B pannig ad gildi peirra séu Fredholm-virkjar med visi 0 i virkjaraminu
L(E, E). Gefum okkur ad formengi peirra sé allt C, og ad rof peirra samanstandi af punktum med endanlega
margfeldni (fyrir pvi naegir ad til sé punktur z pannig ad A(z) sé andhverfanlegur, og eins fyrir B). Gefum okkur
ad jofnurnar A(D)y = 0 og B(D)y = 0 hafi nakveemlega somu veldisvisismarglidulausnirnar. Samkvemt 1id 3
getum vid alyktad ad AB~! og BA~! séu fagud a 6llu C, p.e. ad pau séu heil fagud foll. Gefum okkur nd ad
A og B séu marglidur og E sé endanlega vitt ram. ba eru AB~! og BA~! rad foll auk pess ad vera heil
foll. En reett, heilt fall er marglida. Nidurstadan ad AB ! og BA~! séu marglidur er seinni setning Jacobis og
Chrystals. Vid tékum eftir aukanidurstddu, sem einnig er kennd vid Jacobi og Chrystal, ad det A(z)/ det B(z)
er fasti og ekki 0, pvi vid htfum ad det A(z)/ det B(z) og det B(z)/ det A(z) eru marglidur og umhverfur
hvor annarar; pvi eru peer fastar.

5. Nidurfelling Fredholm-skilyrdis; margfeldni

I pessum kafla og peim nasta fjéllum vid um tilfellid par sem ekki er krafist pess ad gildi & A(z) séu Fredholm
virkjar. pessir kaflar eru pyngri en fyrri kaflar, en innihalda litid af sonnunum. Vid latum duga ad skyra helstu
hugtok, en visum ad 6dru leyti i [8].

Vid byrjum med upprifjun Ur linulegri fellagreiningu. Ef rmid E er endanlega vitt pa eru allir virkjar & £
Fredholm-virkjar med visi 0. Slikur virki T er andhverfanlegur ef og adeins ef kjarni hans er 0 (vid endurtékum
ad virki er andhverfanlegur ef hann hefur andhverfu i L(E, E)).

Ef E er 6endanlega vitt gildir allt annad. P& getur andhverfanleiki 7" brugdist & fleiri vegu en pann ad
kjarninn sé ekki 0. Til deemis kann pad ad vera ad myndram T sé ekki allt £ pd ad T' sé eintekur, pannig ad
andhverfi virkinn sé ekki stak i L(E, E).

ROf virkja T er skilgreint sem mengi allra A € C pannig ad AI — T er ekki andhverfanlegur. I ljosi pess
sem kom fram i sidustu malsgrein eru punktar i réfinu ekki endilega eigingildi (p.e. ef X er i réfinu kann pad ad
vera ad enginn vigur v # 0 sé til sem uppfyllir Tv = Av). R6fid parf ekki ad vera strjalt mengi. Hvada pjappad
hlutmengi i C sem er getur verid rof einhvers virkja T'.

Pad ma segja ad Fredholm-skilyroid geri pad ad verkum ad réffraedi virkjans likist roffraedi ferningslaga
fylkis. begar vio fellum pad Ur gildi opnast fleiri moguleikar. En i stdrum drattum getum vid sagt ad hlutverk
eigingildanna feerist yfir & takmdrkud, einangrud hlutmengi rofsins.
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Sndum okkur nast ad virkjagildum foéllum med gildum i L(E, E). begar Fredholm-skilyrdid var til stadar
Uthlutudum vid punktum margfeldni. En pegar Fredholm-skilyrdid er ekki til stadar tthlutum vid takmorkudum,
einangrudum hlutmengjum i réfinu margfeldni [8]. Pessi margfeldni er ekki nattdrleg tala, hin er ekki 6end-
anleg tala, en hun er Banach rdm, nakveemara ordad er hun einsmétunarflokkur af Banach rimum. Endanlega
vid Banach ram eru flokkud eftir vidd; tvé sem hafa sému vidd eru einsméta (e. isomorphic). bess vegna er
margfeldni nattarleg tala pegar Fredholm-skilyrdid er fyrir hendi.

Takmarkad, einangrad hlutmengi i rofi fagads virkjagilds falls A er alltaf sniomengi Q2 N X par sem ¥
er rofid og Q opid takmarkad mengi i C pannig ad jadar pess inniheldur enga punkta ar X. Vid kollum slikt
opid takmarkad mengi leyfilegt mengi fyrir A og (4, Q) leyfilega tvennd. Pad breytir engu ad Uthluta leyfilegri
tvennd (A, Q) margfeldni og vid taknum hana m (A4, Q). Audvitad er att vid margfeldni mengisins @ N X. petta
verdur sjonarmid okkar hédan i fra. Yfirleitt skiptir ekki mali hvort litid er & m (A4, Q) sem Banach rdm eda
einsmotunarflokk.

Pad er haegt ad skilgreina m (A, ) 4 marga vegu en vid férum ekki Ut i pa sdlma hér. (Sja [8].). Vid skrdum
hér nokkra gagnlega eiginleika. Gert er rdd fyrir ad €2, 1, Q- 0.s.frv. séu leyfileg mengi.

(1) m(A, Q) = 0 ef og adeins ef A(z) er andhverfanlegur fyrir 6l z € Q.

(2) Ef Q21 0g Q- eru sundurleeg pa er m(A, Q1 U Qs) = m(A4, Q) @ m(A4, Q).

(3) (Margfeldissetning) Ef 2 er leyfilegt fyrir baedi A og B paer m(AB,Q) = m(4,Q) & m(B, Q).

(4) Ef X € Q og A(2) er Fredholm-virki fyrir 6ll z € £ og andhverfanlegur fyrir Q 3 z # X paerm(4,Q)
endanlega vitt og vidd pess er jofn p[A; A].

6. Nidurfelling Fredholm-skilyrais; diffurjéfnur

I pessum kafla skyrum vid alhafingu & hugtakinu um veldisvisismarglidu sem er vid hafi pegar Fredholm-
skilyrdi er ekki til stadar. I stad pess ad byggja & veldisvisismarglidu med veldisvisi A notum vid veldisvisis-
marglidu med veldisvisi i menginu U.

Latum U vera opid mengi i C. Fallaramid F (U, E) er ram allra falla y(¢) sem haegt er ad skrifa sem heildi

y(t) = /C ¢t dm(2),

par sem m er E-gilt Borel-méal med pjappada stod i U.

Hér er notad hugtakid um heildi m.t.t. vigurgilds mals. Fjallad er um petta i bokinni eftir Dunford og
Schwartz [2]. Hugmyndin ad baki pessari skilgreiningu er einféld. Tokum fyrst fallid y(t) = e*u par sem u
er vigur i E; pad er einfaldasta deemi um veldisvisismarglidu. pad mé skrifa & pessu formi par sem m er malid
sem Uthlutar Borel-mengi vigrinum « ef pad inniheldur \ en 0 annars. Fallid y(t) er pvi i F(U, E) fyrir 6l opin
mengi U sem innihalda . Litum nast & fallid y(t) = e*tku. Latum U vera opid mengi sem inniheldur X og
latum D vera lokada skifu i U med jadarhring o. Fallid ma skrifa med hjalp heildisreglu Cauchys sem heildid

k! e*u "
Tm/{fmd,z-/oe dm(z)

par sem m er malid sem Gthlutar hverju mengi heildi vigurgilda 1-formsins (k!/(z — A\)**1)(dz/2mi)u yfir
pann hluta hringsins o sem liggur innan i menginu. Stod malsins er mengid o og pvi liggur y(¢) i F(U, E).

RUmid F (U, E) er audvitad vigurram yfir C, en pad mé lika gefa pvi grannmynstur. Lysing & pessu grann-
mynstri er teeknileg en okkur naegir hér ad segja ad med pvi méti verdur F(U, E) ad stadklptu grannvigurrdmi
sem ekki er Banach-ram. Frekari skyringar mé finna i [8].

Latum nd A vera fagad virkjagilt fall med formengi U. Vid viljum skilgreina verkun A(D) sem diffurvirka
araminu F(U, E), en pad er dalitid vandasamt. pad er 1jost ad verkun A(D) & foll af gerdinni y(t) = e Mu &
ad vera A(D)eMu = er A(X\)u. Pa blasir vid ad skilgreina A(D)y(t) pegary € F(U, E) med

A(D)y(t) = / e A(z)dm(z)  parsem  y(t) = /C ¢ dm(z)

C
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og m er E-gilt Borel-mal med pjappadastod i U. En hér er vandamal & ferdinni. Fallid y(t) dkvedur ekki malid
m Otvirett pannig ad pad er ekki ljost ad A(D)y(¢t) sé vel-skilgreint med pessum hetti. Reyndar er svo ekki.
Tokum til deemis U = C \ {0} og A(z) = 1/%. Fallid 0 hefur p4 mismunandi framsetningar, t.d. med malinu
m = 0, sem leidir til A(D)0 = 0, eda med pvi ad skrifa heildi um einingarhringinn 0 = 7= [ e'* dz sem
leigir til A(D)0 = 1.

petta vandamal hverfur pegar U er einfaldlega samanhangandi.

Setning 3. Latum U C C vera opid, einfaldlega samanhangandi mengi. Latum A vera fagad L(E, E)-gilt fall
med formengi U. ba ma skilgreina verkun A(D) : F(U, E) — F(U, E) med

A(D)y(t) = / e A(z)dm(z) par sem y(t) = / et* dm(z)
C C

og m er E-gilt Borel-mal med pjappada stod i U. Verkunin er vel skilgreind og er samfelld linuleg vérpun

pegar rimid F (U, E) er baid grannmynstrinu sem adur var getid.

P& hdfum vid alhafingu & setningu 2 (2).

Setning 4. Latum D vera einfaldlega samanhangandi, A : D — L(E, E) fagad og latum Q C D vera leyfilegt
mengi fyrir A. Gerum rad fyrir ad 2 sé einfaldlega samanhangandi. Pa er rim lausna a A(D)y = 0 sem liggja
i F(Q, E) Banach rum i sinu grannmynstri sem linulegt hlutrim i 7(D, E), og er pad einsméta m (A, ).

7. Utreikningar
Hugmyndirnar sem lyst var i 3. kafla ma nota til ad finna allar lausnir & A(D)y = 0 sem hafa tiltekinn veldisvisi
an pess ad finna fyrst almenna lausn. Einnig ma nota peer til pess ad finna sérlausn & A(D)y = h(t) pegar h(t)
er veldisvisismarglida. A petta var bent i lok 3. kafla. Hefdbundin leid til ad leysa slik hneppi byggist & pvi ad
margfalda vinstramegin med r6d af fylkjum ®(D), par sem det ®(z) er fasti annar er 0, i pvi skyni ad breyta
hneppinu i annad sem er prihyrningslaga. Hér er allt annad upp & teningnum.

Vid tékum nd nokkur daemi. Utreikningar med fylki voru gerdir med Maple 7.

Daemi 1: Reiknid Ut allar lausnir i V1 (R3) &
Y1
Y2 =0.
Ys

24122—2 1 ]

D D?® D241

D3+1D*-D 1
0 D+1 D+2

Hér er um ad raeda

z 22 2241
0 z+1 242

Az) =

pa gildir ad det A(z) = 27 +2% — 2% — 2% — 2% + 222 — 1 og lausnarimid & A(D)y = 0 er 7-vitt. NG er 1 einfold
rot & jofnunni det A(z) = 0. bad pydir ad paer lausnir sem eru veldisvisismargliour med visi 1 mynda 1-vitt
ram. Reiknum petta ram. Vid héfum A(1) = [fl) g é] og nullrdm pess er spannad af [1,3, —2]7. Almennasta
lausn & verkefninu A(D)y = 0 sem hefur veldisvisi 1 er pa y(t) = e'u par sem u = a1, 3, —2]7.

Daemi 2: Reiknid sérlausn i VL (R?) &
D¥+1D>-D 1 m 1
D D} D241 |y| =€]|t].
Y3 t?

0 D+1 D+2
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Verkefnid hefur sama fylki og i demi 1. pad er af gerdinni
A(D)y = € (ug + tuy + t2us)
par sem wug, u1, us € R3. Vid leitum sérlausnar af gerdinni etw(t) par sem w(t) er marglidulausn &
A1+ D)w = ug + tuy + us (5)

Vid byrjum & pvi ad patta A(z) = A1(2)((z — 1)m + I — «) par sem & er ofanvarp & nallrim A(1). bad er
engin asteda til ad reikna hér hornrétt ofanvarp, veljum pad einfaldasta, t.d. 7 = [ 3 88] Einfaldast er ad

° . -200
setjia¢ =z —1lenpaer

—2¢*+3(+8 ¢ +¢ 1
A+ =A0+O)(C a+T—m) = | =33 —4C+2¢+7 C+3C+3C+1 C+20+2
—C+1 C+2 ¢+3

Marglidulausn a (5) er pvi lausn &
Al(l + D)(WD + 71— 7r)w = ug + tug + t2UQ

sem gefur
(7TD +1I— 7T)U) = Al(l + D)_I(UO + tuq +t2u2).

Vid purfum pvi ad lida A; (1+ D)~! i veldi af D upp ad D?. pad jafngildir pvi ad reikna it andhverfu fylkisins

—-2D?24+3D+8 D?2+D 1
—4D?24+2D+7 3D?24+3D+1 D?+2D+2
-D+1 D+2 D+3

yfir bauginn C[D]/(D?). Utkoman er

12 _1 39 _48 14 341 412 _ 41
5 5 5 25 25 25 125 125 125
_19 23 _ 9 296 347 71 2 [ 1599 1918 101
5 5 5 | +D 25 25 25 | +D 125 125 125
13 _16 8 202 239 _ 52 1088 1316 _ 62
5 5 5 25 25 25 125 125 125
Sidan faest a1 38 L
—12 T2t~ 5t
2008 | 257, _ 9,2
(7D + I —mw = 135 T 256 5t
1396 _ 184, | 842
125 25 ¢ T 5t
og & pvi finnum vid lausnirnar
_ 347 1942 143 _ 347 1942 1 43
150t a5t — 15t AN T
_ 967 _ 326 2742 143 _ 967 _ 326 2742 143
w(t) = 125 ~ 125t T 25" — 5t og y(t) = et 125 125t T 251" — 5t
702 | 1544 8 42 | 243 702 4 1544 8 42 | 2 43
125 T 125t — 25" T 15t 125 T 125t — 251" + 15t

Deaemi 3: Reiknid grunn fyrir rim allra marglidulausna & jofnunni A(D)y = 0 par sem

324+ 8234+ 722 -3z 2242 23
Az) = | =924 4+ 1528+ 922 =52 —5 322 + 32+ 1 42° — 1 + 222
22 +132 — 10 — 423 242 222 +47 2
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Kjarni A(0) er tvividur, spannadur t.d. af vigrunum (1,0, —5) og (0, 1, 1). Einfaldasta ofanvarp & petta rdm er
Ty = [_(1)5 ? (8)] og pa feest
2234322 +72-3 2+1-2%+22 PA
A1(2) = A(2)(z 7 o + T — o) = | 112°8 + 522 — 2 — 10 5z +4 — 423 + 222 423 — 1+ 222
11z — 17 + 622 7—222 - 22 222 +42 -2

Kjarni A; (0) er 1-vidur, spannadur t.d. af (1, 3, 2). Setjum pvi 7, = [é § §] og reiknum sidan

—2224+324+7+28 z4+1—28422 23
Ay(2) = A1(2)(z Y+ T —m) = —322 +4+42% br+4—-4234222 42° —1+22°
—4 4+ 2z + 222 T—222-22 222 +4z -2

NU er A(0) andhverfanlegur pannig ad marglidulausnir mynda 3-vitt rim og fast peer allar fra
(mD + I —m)(moD + I —mo)y = 0.
Leysum petta med pvi ad fjarlaegja pettina i rod med hjalp jofnu (4). Vid faum
(moD + 1 —mo)y = mu og y = (I —mo)mu + tmomu + mov

par sem u og v eru frjalsir vigrar. Grunn fyrir marglidulausnir mynda t.d. fastarnir [1,0, —5]7, [0, 1, 1]T asamt
lausninni
y(t) = (I —m)[1,3,2]" +tmo[L,3,2]" = [t,3¢t,4 — 2]

Summary: In the 19th century Jacobi and Chrystal studied the solution space of a linear differential equation system with
constant coefficients. Such a system corresponds to a matrix valued function of a complex variable z, where each entry
is a polynomial, each occurrence of z being replaced by the operator D of differentiation. In this paper we take a matrix
free approach and study analytic operator-valued functions, where the operators in question act in a possibly infinite-
dimensional Banach space, and interpret the differential operator corresponding to the replacement of z by D. We describe
appropriate generalizations of the theorems of Jacobi and Chrystal to this case. This requires the introduction of so-called
multiplicity theories, generalizing the notion of multiplicity of an eigenvalue. One of these, for Fredholm operator-valued
functions, is described in detail. It is shown that even in finite-dimensional cases based on matrices this theory leads to
useful computational techniques for finding solutions.
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