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Agrip - Tenging er adferd til ad rannsaka eiginleika slembistzrda og slembiferla. betta er gert med pvi ad
Ltengja” paer 60rum steerdum & hentugan hatt, koma peim sniduglega fyrir i sama likindarimi. Hér er pessi
adferd fyrst kynnt med nokkrum mikilveegum demum og sidan eru dregnar Utlinur almennra tengifreeda
fyrir slembiferli med upphaf i einféldum Markov-kedjum og endi i feerslugrapum.

1. Inngangur

Tenging er likindafreedileg adferd sem & reetur sinar
ad rekja aftur & fjoroa aratuginn en Ia svo mikid til
i laginni fram & pann &ttunda. Tenging likist frekar
yfirvegudu handverki en sjalfvirkri storframleidslu og
pvi hefur pessi adferd prdast haegt. NU er p6 svo kom-
i0 ad han er farin ad koma vio ségu & flestum svid-
um jafnt hreinnar sem hagnyttrar likindafraedi. S& sem
petta skrifar hefur unnid ad ranns6knum & pessu svidi
i rima tvo aratugi og sendi fra sér bok [4] arid 2000,
par sem tenging er meginpemad.

Segja ma ad tengiadferdin gangi Ut & ad rannsaka
slembifyrirbzeri med pvi ad tengja pau 6drum ein-
faldari. Han skiptir likindafraedilegri roksemdafeerslu
i tvo hluta: tengihluta par sem likindafradilegt innszi
skiptir h6fudmali og sidari hluta par sem unnt er beita
einfoldum rékum sem ekki krefjast sliks innseis.

Mérgum finnst petta likast galdri, nidurstadan
viroist liggja fyrir areynslulaust. En areynslan felst i
pvi ad finna réttu tenginguna. Hun er ekki alltaf aud-
fundin pott hin blasi oft vid pegar hun er fundin.

Hér verdur pessi adferd fyrst kynnt med nokkrum
einfoldum en mikilveegum demum, en i seinnihluta
greinarinnar verda svo dregnar upp Utlinur almennra
tengifraeoa fyrir slembiferli, med upphaf i einfoldum
Markov-kedjum og endi i feerslugrdapum.

2. Skilgreining
Slembisteerd X Kallast eintak af annarri slembistzrd
X ef X hefur sdmu dreifingu og X . betta er taknad

XZ2x.

Latum X;, ¢ € I, vera safn slembisterda sem ekki
purfa ad vera skilgreindar & sama likindaram. Annad
safn slembisterda (X; : i € I), sem allar eru skil-
greindar & sama likindarum, kallast tenging & X,
i1 €1, ef

X 2x;, iel

Tenging er sem sé med gefna jadardreifingu en sam-
dreifingin getur verid hvernig sem er. Pegar tengiad-
ferdinni er beitt er kdnstin ad finna samdreifingu sem
hentar peirri hagnytingu sem stefnt er ad.

Hér ad ofan purfa X-in ekki endilega ad
vera raungildar slembisterdir heldur geta pau verid
slembistdk i hvada malanlegu rGmum sem er, t.d.
slembiferli.

3. Hamarkstenging

Ef slembisterdin X hefur péttleika f og vid veljum
punkt af handahdfi (p.e.a.s. med jafnri dreifingu) &
milli z-4ssins og grafs f og latum X vera z-hnit hans,
bé eru likurnar & bvi ad X sé & tilteknu bili [a, b] tegrid
af f yfir petta bil. bvi er X med péttleika f, p.e.a.s. X
er eintak af X. Skodum nl adra slembisteerd Y med
péttleika g. Setjum vV = X ef punkturinn sem vid
voldum lendir undir grafi g. Ef hann hinsvegar lendir
ekki undir g veljum pé nyjan punkt af handahdfi fyrir
ofan f og nedan g og latum Y vera z-hnit hans. Fyrir
oll bil A gildir

P(Y € A) = — )t =
(Y e A) /Af/\g+/A(g f) /Ag,
par sem f A g = min{f, g} og

(9= )" =max{g - f,0}.
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bvi hefur V" péttleika g, og par med er (X, V) tenging
4 X og Y. bessi tenging fullnaegir

mx=m=/jAg

og kallast hamarkstenging pvi fyrir hvada tengingu
(X,Y) sem er gildir

mX:ﬂg/jAg

petta sést med pvi ad setja B = {z : f(z) < g(z)}
og leggja saman eftirfarandi 6jofnur:

P(X =Y,X € B)
<P(ten) = [ 7= [ tng
B B
0g
P(X=YV,XeB)=P(X =Y,Y € B
SP(?EBC)Z/ 9= [ fAg.
c BC

Hamarkstengingu ma smida fyrir hvada safn slembi-
staka sem er og tilbrigdi vid petta hugtak koma mjdg
vid sogu i tengifredum fyrir almenn slembistdk og
slembiferli sem tept verdur & aftar i pessari grein.
Einfalda hagnytingu & hamarkstengingu er ad finna i
naesta kafla.

4. Poisson-nalgun
Tvikostasteerd X med stika n og p ma nalga med
Poisson-sterd Y med stika np:

Bin(n, p) = Poi(np) ef np? er litid.

Audvelt er ad sanna petta med tengingu. Athugum
fyrstn = 1. Paer

0g

e”P, i=0,

pe P, i =1,
pleP/il, i > 1.

Latum U vera jafnt dreifda & bilid [0, 1]. Skilgreinum
eintak af X med pvi ad setja

<1-
x, =% Usl-p
1, U>1-p,

P(Y =i) =
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og eintak af Y med pvi ad setja

0, U<e™P,
Y1 =<1, e P<U<LeP+peP,
o0.s.frv.

Naer1l— p < e P sem gefur §jofnuna i

P(X; =Y,) =P(X; =0)+P(¥; =1)
=1-p+pe?>1-p+p(l—p)=1-7p
pb.e.a.s.
P(X; # Y1) <p’.

Latum nu tvenndirnar (X1,Y1),...,(Xn,Yn) vera
6had eintok at (X1,Y1). paer X = X; +---+ X,
Bin(n,p)ogY =Y; +---+Y, Poi(np) og par sem

P(X #7Y) < P(X; #Y; fyrir eitthvert ;)
<PXi #V)+---+PX, #Y,)

feest
P(X #Y) <np’.

Ef Poisson stiki A er gefinn og vid setjum p = \/n pé
faest

P(X #£Y) < X\/n—0, n — 00.

Nidurstadan er pvi markgildissetning sem segir ad

Bin(n, A/n) — Poi(}), n — 0o,

og nélgunarsetning sem segir ad
P(Bin(n, p) = Poi(np)) > 1 — np®.

petta er einfaldasta deemid um hvernig tenging nyt-
ist vid Poisson-nalgun. pessi nalgun er ageet en hana
ma skerpa. b6 ad tvenndin (X;,Y7) sé reyndar ha-
markstenging pa er (X, Y") ekki hamarkstenging peg-
arn > 1. Hagt er ad smida adra tengingu (X, V") sem
er pannigad P(X # Y) < p fyrir 6l n. Um petta ma
freedast i Barbour, Holst og Janson [1].

5. Yfirgnafing i dreifingu
Athugum slembisterd X med dreifingarfall F.
Skilgreinum fallid F—!

Fl(u)=inf{z € R: F(z) >u}, 0<u<l.



Tengiadferdir i likindafraedi

Takio eftir ad ef F er samfellt og stranglega vaxandi
paer F—1 andhverfa F'. Latum U hafa jafna dreifingu
a[0,1] og setjum X = F~'(U). baer

P(X <z)=P(U < F(z)) = F(z), z€R,
p.e.as. X ereintak af X.

Latum ni X og Y vera slembisteerdir med dreif-
ingarfoll ' og G. Ef til er tenging (X,Y) 4 X og Y’
pannigad X <Y, paer ljost ad

F(z) > G(),
Ef petta gildir er sagt ad Y yfirgnafi X i dreifingu,
taknad

z € R

X<DY

A hinn béginn ef X < Y paerljost ad F'~ L) <
G '(U), beas. til er tenging (X,Y)4 X og Y
bannigad X < Y.

pessa tengingu ma t.d. nota til ad sanna ad yf-
irgnefing i dreifingu vardveitist vid samlagningu
ohadra steeroa: Ef X; og X, eru 6hadar, Y7 og Y; eru
6hadar, X1<pYi, 0og X> <p Y, pa gildir ad

X1+ Xo<pY1 +Ys.

Til ad sanna petta nzegir ad lata (X'l, }71) og (XQ, Y2)
vera 6hadar tengingar a X; 0g Y; og & X5 0g Y>
pannig ad X, <Yi09X, < Ys.baer(X;+X,, Vi+
Yg) tenging & X; + X, 0g Y1 + Y> 0g augljost ad
X14+X, < Yi+Y5 sem pydirad X;+Xs <p Y1 +Y5.

pessi sonnun er gott deemi um pad hvernig teng-
ing leidir til stuttra og gegnserra sannana med pvi
ad breyta dreifingarvenslum i vensl i hverjum punkti.
Ofangreind tenging er einnig gott demi um pad
hvernig tenging gefur innsyn i merkingu dreifingar-
vensla: Yfirgnafing i dreifingu er ekkert annad en
drefingarform yfirgnafingar i hverjum punkti.

Jafngildisnidurstadan hér ad ofan gildir reyndar
fyrir slembistok X og Y i hlutrédudu polsku rami
(E, ). I pvitilviki taknar X <p Y ad g(X) <p g(Y)
fyrir 6ll raungild vaxandi malanlegt foll g skilgreind
aE:
Setning 1. Latum X og Y vera slembistok i hlutrod-
udu polsku rami. pa gildir ad

X SD Y;
ef og adeins ef til er tenging (X, Y") pannig ad
X<Y.

Strassen sannadi petta arid 1965. Sja setningu 111 [7].
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6. Samleitni i dreifingu

Latum Xi,Xo,... og X vera slembisterdir med
dreifingarfoll Fy, F»,... og F. Ef til er tenging
(Xl,X2, .,X) a4 X1, X5, ..., X pannig ad

X, > X, n-o oo,

pa er audvelt ad sanna ad fyrir 6ll = par sem F er
samfellt gildir

F,(z) = F(z), n— oo.

petta kallast samleitni i dreifingu og er tdknad

D
X, =X, n — 00.

pekktasta deemid um svona samleitni er hofudsetning
tolfreedinnar sem segir ad stodlud summa einsdreifdra
6hédra steerda stefni i dreifingu & normlega steerd.

EkKi er erfitt ad sanna ad samleitni i dreifingu hef-
ur i for med sér ad fyrir 61l w par sem £~ er samfellt
gildir

Frl(w) = F~l(w),

Med pvi ad lata U hafa jafna dreifingu & [0, 1] og ekki
taka pau teljanlega mérgu glldl par sem F'~ L er ekki
samfellt og setja X,, = F; ' (U ) 0g X = F1(U)
faest tenging sem er pannlg ad X, » X,n o .
petta pydir ad samleitni i dreifingu er dreifingarform
samleitni i hverjum punkti.

Pessi jafngildisnidurstada gildir fyrir slembistok
X1, Xo, ..., X i péttteljanlegu firdrami E. 1 pvi
tilviki taknar X,, 3 X, n — oo, ad

E[g(X»)] = E[g(X)],

fyrir 61l raungild takmdérkud samfelld foll g skilgreind
aFE.

n— 00.

n — 0o,

Setning 2. Latum X3, X»,... og X vera slembistok
i péttteljanlegu firdrami. P4 gildir ad

D
X, =X, n — 00,

ef og adeins ef til er tenging (X, X5, ..., X) pannig
ao

~ A

X, = X, n — 0.

Skorohod [6] sannadi pessa setningu fyrir fullkomin
péttteljanleg firdram arid 1956 og Dudley [3] alhzfoi
hana fyrir péttteljanleg firordm arié 1968.
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7. Samleitni péttleika

Skodum samfelldar slembisterdir Xy, X»,... og X
med péttleika f1, f,... 0g f sem eru pannig ad

fn(@) = f(2),

Latum X hafa péttleika f og K vera jakvada, endan-
lega og heiltolugilda slembistaerd sem er 6had X og
med dreifingarfallid

n — 00, zeR

Athugid ad P(K < n) /' 1 pegarn — oo. Latum
Y1,Y5, ... vera 6hddar slembisterdir med péttleika

(f —infe>nfr)/P(K >n), n=12,....

(Péttleikinn ma verid hver semer, ef P(K > n) = 0.)
Latum einnig Y7, Y3, ... vera 6hadar X og K. Setjum

nd
%, = {Y
X,
pessi tenging er pannig ad sterdirnar nalgast ekki
bara markgildid X heldur renna saman vid pad og
sitja fastar i pvi pad sem eftir er.

Pessari nidurstddu er ekki unnt ad snla vid, pvi
skilyrdid f, — f,n — oo, er of prongt. En takid eftir
pvi ad endanleiki K hér ad ofan er eingdngu hadur
pvi ad infy>, fr vex upp i f pegar n — oo. bessari
nidurstddu er unnt ad snda vid. Og pad sem meira er,
pessi jafngildisnidurstada gildir i hvada rami sem er
og sénnunin er eins og fyrir samfelldar slembisterdir.
Sja [4].

n< K,
n > K.

Setning 3. Latum X7, X, ... og X vera slembistok i
almennu melanlegu rdmi. Latum f1, fa, . .. verapétt-
leika X, X5,... midad vid eitthvert mal (t.d. midad
vid p = >"7° 27 F ;. par sem p, er dreifing X,,). Pa
er

liminf f,  péttleiki fyrir X

n—oo

ef og adeins ef til er tenging (X1, X, ..., X) og end-

anleg slembisterd K pannig ad

X, =X, =n>K.

Hermann Périsson

8. Markov-kedjur — Klassiska tengingin
Tengiadferdin er almennt talin eiga uppruna sinn i
grein eftir Doeblin fr& arinu 1938 [2]. Doeblin skod-
aodi reglulegar Markov-kedjur

med endanlegt stodurdm E og sannadi meginmark-
gildissetninguna & eftirfarandi einfalda og gagnszja
hatt.

Smidum Markov-kedju X' = (X )n>0 med
somu farslulikur og X pannig ad hin sé 6had X par
til kedjurnar hittast, kéllum pa stund T'. Latum X' svo
fylgja X eftir T, p.e.a.s.

0rX' =0rX

par sem @, fyrir n > 0, er hlidrunarvérpunin fra
E{O,l,...} til E{O,l,...}
On(ix)k>0 = (inyr)r>0-
Samkveemt skilgreiningu er X reglulegeftilerp > 0
0g m pannig ad fyrir allar stddur s og j i E gildir
Pi(X,=j)>p.

pvi eru likurnar & pvi ad X’ sé ekki i sama astandi og
X & stundinni m i mesta lagi (1 — p) og med itrekun
feest

P(T > km) < (1 -p)*, k> 1.

par sem X, = X, pegarn > T fast
P(X,=j,T <n)=P(X, =j,T <n)

0g par med ad

<@ -p)"™/(1-p).

par sem max; P;(X,, = j) er ekki-vaxandi i n og
min;P;(X,, = j) ekki-minnkandi fast ad P(X,, =j)
& sér markgildi 7; pegar n stefnir & 6endanlegt.

NG ordid er X' yfirleitt latin vera i jafnveegi fra
upphafi, p.e.a.s. P(X], = j) = m; fyrir 6l n, og paer
lokasetningin 6porf par sem

|P(Xn = .7) - 7Tj|

<(A-p)/™/1-p) =0, n—oo.
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Takid eftir ad vid hofum sannad hér ad
P(Xn = .7) — 7rja

pessi tenging kallast klassiska tengingin og dugar lika
til ad sanna meginmarkgildissetninguna pegar sto6-
urdmio er teljanlega 6endanlegt og X er épettan-
leg, lotulaus og jakveett endurkvaem. Sénnunin a ad
P(T < oo0) =1 er pa orlitid floknari en 6jafnan er su
sama og vid faum

[P(X, = j) —m; <P(T'>n) >0,

n — o0, Mmeod veldishrada.

n — o0.

Frekari skilyrdi parf til ad fa veldishrada i samleitn-
ina.
pegar X er null-endurkveem dugar klassiska teng-
ingin enn til ad sanna ad
P(X,=j) =0,

sja Kafla 2 i [4].

n — oo,

9. Tenging slembiferla

Klassiska tengingin fyrir Markov-kedjur hefur getid
af sér vidamikil tengifraedi fyrir almenn slembiferli.
pad sem eftir er pessarar greinar verdur fjallad laus-
lega um pau, en itarlega umfjollun og sdgulegan bak-
grunn er ad finna i [4]. Til haeegdarauka munum vid hér
einskorda okkur vid samfelldan tima en nidurstdour i
pessum kafla og peim nasta eiga sér augljésa sam-
svorun i strjadlum tima.

Latum
X = (XS)SE[O,OO) 0g Y = (YS)SE[O,OO)

vera hegrisamfelld slembiferli i polsku stodurdami
(E,&). Vid munum lita & X og Y sem slembistok
i (H,H) par sem H er mengi allra hegrisamfelldra
fallaz = (25)se0,00) fra [0, 00) til £ 0g H er minnsta
o-algebran sem gerir 6l ofanvorpin x — x4, t €
[0, 00), maelanleg midad vid Borel hlutmengi [0, co)
og E. Skilgreinum hlidranir 6, t € [0, 00), frad H til
H svona
Oz = ($t+s)s€[0,oo)-

Latum || - || takna heildarvik: ef u and v eru tvo lik-
indamal & meelanlegu rimi (G, G) gildir

llw = vl = 2 sup [u(A) — v(4)|.
A€g

Ef K er hlut-o-algebra i G taknar p|x einskordun u
vid G. Hala-o-algebra H er skilgreind svona
T=()6"H.

t>0
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Ef (X,Y) er tenging & X of Y og T er slembistund
pannig ad

0rX =60rY a {T < OO}

kallast T' tengistund. brenndin (X,Y,T') kallast na-
kveem tenging a X og Y og hun er s6gd vera heppnud
ef P(T < o0) = 1. Klassiska tengingin er demi um
svona tengingu.

par sem 6, X = 6,Y pegart > T faest

PO X e T<t)=PO,Y €-,T <)
0g par med ad
IP(6:X €-)—P6,Y € )| <2P(T >1t).

pessi 0jafna (tengitimaodjafnan) er lykillinn ad heild-
arvikssamleitni. Ef til demis tengingin er heppnud
feest

|P(6:X €-)—P(6Y € )| >0, t— o0.
Ef Y er par ad auki i jafnveegi (p.e.a.s. 6;Y Zy fyrir
0ll t) fest ad X leitar i jafnveegi i heildarviki:

06X 8Y, t—o oo,
hér taknar 28 heildarvikssamleitni.

Sé vitad t.d. ad E[T*] < oo fyrir eitthvert o > 0, pa
feest (pvi t*P(T > t) < E[T*; T > t]) eftirfarandi
nidurstada um samleitnihrada

t2|P(0,X €)= P@#,Y € )| = 0, t— oo.

Hér er meginjafngildissetningin fyrir ndkvaema teng-
ingu.

Setning 4. Eftirfarandi stadhefingar eru jafngildar:

(a) Til er heppnud nakvaem tenging a slembiferl-
unum X og Y.

(b) |P(6: X € -) — P(6Y € -)|| — 0 pegar
t — 00.

COPXeA)=PY ecAfyrirAeT.
Ennfremur gilda pessar stadhafingar fyrir allar mis-
munandi Utgafur X og Y af Markov-ferli ef og adeins
ef eftirfarandi jafngildu forsendum er fullnagt:

(d) Markov-ferlid er blendid (e. mixing).

(e) Oll takmorkud tima-ram-pyd foll eru fastar.

(HP(X € A)er0edal fyrir6ll A € T ogallar
utgafur X af Markov-ferlinu.
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10. Hlidrunartenging

Fernd (X,V, T, S) kallast hlidrunartenging 4 X og
Yef (X,Y)ertengingd X og Y, T og S eru slemb-
istundir, {T' < oo} = {S < o0} 0g

0rX =0sY a {T <oo}.

Hlidrunartengingin er heppnud ef P(T < o0) = 1.
Mismunur hlidrunartengistundanna 7' — S er hlior-
unin. Lita m& & nakveema tengingu (X,Y,T) sem
sértilvik hlidrunartengingar meo pvi ad taka S = T'
(i pessu fellst "ndkveemnin": ferlin renna saman &
sému stundu, an hlidrunar). Einfalt deemi um heppn-
ada hlidrunartengingu sem ekki er nakveem tenging
feest meo pvi ad lata X og Y vera mismunandi Gtgaf-
ur af opeettanlegri endurkveemri Markov-keoju: keyr-
um kedjuna X par til han er komid i tiltekid astand 7,
kéllum pa stund T'; keyrum kedjuna Y™ par til han er
komin i 7, kéllum pé stund S; keyrum svo kedjurnar
saman 0r pessu astandi.

Hlidrunartenging & sér 6jofnu, sem er adeins erf-
idari i utleidslu en tengistundaréjafnan: Latum U vera
jafnt dreifda & [0, 1] og 6hdda X, Y og hlidrunarteng-
ingunni (X, Y, T, S). bé gildir hlidrunartengingaré-
jafnan

IP(OwX € )—PBwY € )| <2P(TVS > Ut).

Hér er sem sagt ekki hlidrad i fasta stund ¢ heldur
i handahofsvalda stund & bilinu [0,#]. Ojéfnuna ma
umskrifa svona:

t
0
(semer <E[TVS)).

||/0 P(HSXG-)ds—/ P(6,Y € )ds|
<E[(TVS) 1]

Ef hlidrunartengingin er heppnud fest ni Cesaro-

heildarvikssamleitni:
|[POwX €-) —PlwY € )| 20, t— 0.

Ef Y er par ad auki i jafnveegi feest ad X leitar i jafn-
veegi i Cesaro-heildarviki:

00X BY, t— oo

Sé vitad ad E[T] < oo 0g E[S] < oo, pa faest
t

sup ||
>0 Jo

¢
P(0;X € )ds —/ P6,Y € -)ds||
0

< E[T] + E[S] < o.

Hermann Périsson

i stad hala-c-algebrunnar kemur ni Obreytilega o-
algebran sem er skilgreind svona:

T={AcH:0;"A=A,t>0}.

Hér er meginjafngildissetningin fyrir hlidrunarteng-
ingu.

Setning 5. Eftirfarandi stadheafingar eru jafngildar:

(a) Til er heppnud hlidrunartenging a slembiferl-
unum X og Y.

(b) [P0 X € -) —P(OwY € -)|| — 0 pegar
t — o0.

COPXeA)=PY eAfyrirAel
Ennfremur gilda pessar stadhafingar fyrir allar mis-
munandi Utgafur X og Y af Markov-ferli ef og adeins
ef eftirfarandi jafngildu forsendum er fullnagt:

(d) Markov-ferlio er Cesaro-blendid (e. Cesaro-
mixing).

(e) Oll takmorkud pyd foll eru fastar.

(HP(X € A)er0edal fyrir6ll A € Z og allar
Utgafur X af Markov-ferlinu.

11. Epsilon-tengingar
Hlidrunartenging (X,Y, T, S) kallast e-tenging ef €
er jakveed rauntala og

T — S| <e.

I pessu tilviki gildir eftirfarandi 6jafna: Latum U vera
jafnt dreifda 4 [0, 1] og 6hdda X, Y og hlidrunarteng-
ingunni (X,Y, T, S). ba gildir, fyrir 6ll t og h > 0,
e-tengingardjafnan

IPOrnv X € -) = P(OrynvY € )|l
< 2P(T > t) + 2¢/h.

Hér er sem sagt nallpunkturinn gerdur lodinn — eda
pjalgadur litilshattar — og svo hlidrad i fasta stund .
Ojéfnuna ma umskrifa svona:

| /hP(9t+sX €-)ds — /hP(9t+sY € -)ds|
0 < 2hP(T >(1)f) + 2.
Ef e-tengingin er heppnud faest ad fyrir b > 0 gildir
liminf [P (640X € ) = P(Or4nvY € )| < ¢€/h.

og ef til er heppnud e-tenging fyrir sérhvert jakveett e
faum vid pvi pjala heildarvikssamleitni:



Tengiadferdir i likindafraedi
Fyrir 61l A > 0 gildir

IPOrrnvX € )=P(OrrrvY € )| =0, t— oo.

Ef Y er par ad auki i jafnveegi feest ad X leitar i jafn-
veegi i pjalu heildarviki: fyrir 61l A > 0 gildir

OirnuvX 2) Y, t— oc.

| stad hala-c-algebrunnar og 6breytilegu o-algebru-
nnar kemur nd pjala hala-c-algebran sem er skil-
greind svona:

S=c{f€T: f(6:z) > f(z),t >0,z € H}.

Hér er meginjafngildissetningin fyrir epsilontenging-
ar.

Setning 6. Eftirfarandi stadhafingar eru jafngildar:

(&) Til er heppnud e-tenging & slembiferlunum X
og Y fyrir 6ll e > 0.

0) [[POroX € -) = P(lrnvY € -)|| = 0
pegar t — oo fyrir 6ll h > 0.

CP(XeA) =P eA)fyrirAeS.
Ennfremur gilda pessar stadhafingar fyrir allar mis-
munandi Utgafur X og Y af Markov-ferli ef og adeins
ef eftirfarandi jafngildu forsendum er fullnaegt:

(d) Markov-ferlid er pjalt blendid (e. smoothly
mixing).

(e) Oll takmorkud pjalt tima-ram-pyd foll eru fast-
ar.

(HP(X € A)er0edalfyrir 6ll A e Sogallar
utgafur X af Markov-ferlinu.

12. Feerslutenging
pad sem hér er sagt ad framan um tengingu slembif-
erla mé& Gtvikka & ymsan hétt, en hlidrunartenging
liggur par pé best vid. Jafngildissetningin fyrir hlior-
unartengingu almennra slembiferla gildir i tvihlida
tima,

X = (Xs)seRa

0g pa mé einfalda skilgreininguna 6y X = 6gY i
0rX =Y

parsem R = T — S &4 {|T| < oc}. Setningin gildir
lika fyrir slembisvid i mérgum viddum

X = (XS)SGR""
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S spurning vaknar pvi hvort petta eigi ekki vid um
miklu almennari adgerdir en hlidrun. Og sU er raunin.

Latum X og Y vera slembistok i almennu rami
(E,£). Laitum G vera stadpjappada péttteljanlega
granngrdpu med Borel mengi G og Haar-mal A.
Latum G verka & E pannig ad vorpunin sem flyt-
ur (y,z) i vz sé malanleg midad vid G ® £ og £.
Fernd (X,Y,T,C) kallast farslutenging 4 X og Y
ef (X,Y) ertenginga X og Y, T er slembifzrsla og
C er atburdur pannig ad

rx=yY a C.

Feerslutengingin er heppnud ef P(C) = 1. Litaméa &
hlidrunartengingu fyrir slembiferli i tvihlida tima, og
fyrir slembisvid i mérgum viddum, sem fersluteng-
ingu med pvi ad takaI' = 6 0g C = {|R| < oo}.
Dami um feaerslu sem ekki er hlidrun er sndningur
slembisvids.

Ferslutenging & sér lika 6jofnu: Latum B €
G hafa jakveett og endanlegt Haar-mal og Upg vera
slembifaerslu sem er 6hdd X, Y og feerslutengingunni
(X,Y,T,C) og hefur jafna dreifingu & B, p.e.a.s.
dreifinguna A(-|B) = A(- N B)/A(B). ba gildir
feerslutengingardéjafnan

||P(UBX € ) - P(UBY S )”
< 2E[1 — A(TB|B); C] + 2P(C°).

Til pess ad pessi 6jafna leidi til markgildissetningar
parf ad vera til safn mengja B; € G, 0 < t < 0o, sem
hafa jakveett og endanlegt Haar-mal og uppfylla fyrir
ollye@

A(yB¢|By) = 1, t = 0.

Ef vid setjum By inn fyrir B i faerslutengingardjofn-
una feest, pegar feerslutengingin er heppnud, ad

|P(Up,X € -) —P{UpY € )| = 1, t = oo.

Svona safn mengja kallast Falner-safn og grdpa sem
& sér Falner-safn kallast "amenable™" & ensku og pa
kannski medfarileg & islensku.

Obreytilega o-algebran er na skilgreind svona:

T={AeH:yA=AfyirollyeG}.

Hér er meginjafngildissetningin fyrir feerslutengingu.
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Setning 7. Eftirfarandi stadheafingar eru jafngildar:
(a) Til er heppnud ferslutengingd X og Y.
CPXeA)=PY eAfyrirdeT.

Ef G & sér Falner-safn B, 0 < t < oo, eru (a) og (c)

lika jafngildar
(©) |P(Ug, X € ) —P(Up,Y € )|| — 1 pegar

t — 00.

pessa setningu mé Utvikka yfir i halfgrdpur, en vid lat-
um hér stadar numid. Frekari upplysingar um tengiad-
ferdina er ad finna i peim tveim b6kum sem um hana
hafa verid skrifadar, [5] og [4]. (Synishorn Ur [4] eru
& www.hi.is/~hermann og & Amazon.)

Summary: Coupling means the joint construction of two or
more random variables or processes, or any random things.
This is a general method relevant in all fields of probabilis-
tic inquiry; however the main thrust is towards characteri-
zations, approximations, asymptotics, and simulation. Here
we first present several basic examples of coupling, and then
outline a general coupling theory for stochastic processes
starting with Markov chains and ending with topological
transformation groups.

Heimildir

[1] Barbour, A., Holst, L., og Janson, S., Poisson
Approximation, Oxford University Press, 1992.

[2] Doeblin, W., Exposé de la théorie des chaines simple
constantes de Markov & un nombre fini d’états, Rev.
Math. Union Interbalkan, 2, 77-105 (1938).

[3] Dudley, R.M., Distances of probability measures and
random variables, Ann. Math. Statist., 39, 1563-1572
(1968).

[4] Hermann bérisson, Coupling,
Regeneration, Springer, 2000.

[5] Lindvall, T., Lectures on the Coupling Method, Wiley,
1992 og Dover 2002.

[6] Skorohod. A.V., Limit theorems for stochastic
processes, Theo. Probab. Appl., 1, 261-290 (1956).

[7] Strassen, V., The existence of probability measures
with given marginals, Ann. Math. Statist., 36, 423-439
(1965).

Stationarity, and

Hermann Périsson

Um hoéfundinn: Hermann er faeddur & Seydisfirdi ar-
i0 1952. Hann lauk stGdentsprofi fra Menntask6lanum
i Reykjavik ario 1972, fil. kand. profi i sterdfraedi
fra Gautaborgarhaskdla arido 1975 og doktorsprofi pad-
an &rido 1981. Hann stundadi kennslu og rannsdkn-
ir vid Gautaborgarhaskoéla, Chalmers verkfradihaskoélann
og Stanfordhaskoéla par til hann hoéf rannsdknastorf vid
Raunvisindastofnun Haskoélans arié 1989. Auk ofangreindr-
ar bokar hefur hann skrifad & fjorda tug greina i alpjodleg
rannsoknatimarit.

Raunvisindastofnun Haskolans
Dunhaga 3
1S-107 Reykjavik
hermann@hi.is

Méttekin: 31. oktéber 2002



