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Agrip Markmid pessarar greinar er ad kynna nokkra patti Gr ndtima netafradi. Fjallad er um verkefni i
netafraedi og spurningar sem koma upp, reett um adferdir vid greiningu og um reiknirit. Sérstdk ahersla er
1698 & slembnar adferdir og reiknirit. Tekio er fyrir dkvedid verkefni er nefnist pakningalitun (e. domatic
partition), og kynntar nokkrar nylegar nidurstodur htfundar og samstarfsmanna hans.

1. Net

Net eru sterdfreedimynstur sem ma hugsa sér mynd-
reent sem linur dregnar milli fastra punkta. Likt og i
fiskinetum nefnast punktarnir hndatar, en linurnar milli
punktanna nefnast leggir (eda stikur). Hin staerdfraedi-
lega skilgreining & neti G er par af tveimur mengj-
um (V, E), par sem V er strjalt mengi hnita og E
er mengi af pérum af hnatum Gr V. bvi ber ad hafa
i huga pegar hin myndreena framsetning af neti sem
punktar og linur er skodud ad atridi eins og 16gun og
lengd linanna skipta ekki mali heldur eingdngu milli
hvada punktapara linurnar liggja.

Hér munum vid eingdngu skoda endanleg net. bPa
er hentugt ad ndmera hndtana og lita & V' sem meng-
i0 {1,2,3,...,n}, og lata n pvi takna fjélda hnata i
netinu. Vid gerum einnig rad fyrir ad netin séu ein-
fold, pannig ad i mesta lagi sé eitt eintak af hverjum
legg uv milli hndtanna v og v, 0g ad u 0g v séu avallt
mismunandi hnutar.

Net birtast & mérgum fjarskyldum svidum, badi
hlutreent (t6lvunet, vegakerfi, rafrasir) og ohlutraent
(samskiptanet, vensl, arekstrar i timatoflum).

Vid segjum ad hnltar » og v séu grannar ef leggur
tengir pa. Grennd hnitsins «, tdknud N (u), er mengi
allra grannhnita u, og grada u, taknud d(u), er fjéldi
granna wu, eda sterd grenndarinnar. Lagmarksgrada
hnats i neti G er tdknad med 6(G) en hdmarksgrada
med A(G).

Mynd 1. Net tvitugflétungs

pakning. Mengi S af hnitum kallast pakmengi (e.
dominating set) eda pakning ef allir hndtar eru annad
hvort i S eda hafagrannai S.

pakningar ma hagnyta & fjélda vegu. Sérstaklega
& pao vid stadsetningu mannvirkja, t.a.m. slokkvi-
stodva, par sem gert er ad krofu ad allir sem ad mal-
inu komi bui nagilega nalegt einu af mannvirkjun-
um. Slikar akvardanir mynda heila freedigrein, stad-
setningafreedi (e. location theory), sem er blanda af
adgerdagreiningu og akvardanafraedi. Sem netafraedi-
verkefni hefur pad einnig verid rannsakad sérlega
mikid, og Ut hefur komid tveggja binda uppflettirit um
alla hluti sem tengjast pakningum [5, 4].
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Skemmtileg daemi er ad finna a vefsetrinu
MegaMath [6] sem kynnir ymsar sterdfreedilegar
hugmyndir fyrir ungum bornum. Par er gatnakerfi
baejarins netid, og mannvirkin sem parf ad setja upp
eru ishaoir fyrir alla borgara, med pvi skilyrdi ad eng-
inn purfi ad labba lengra en i naestu gétu til ad kaupa
Sér is.

Ef vid litum & netid i mynd 1 pé sjadum vid ad
svOrtu hnatarnir tveir mynda pakningu. Reyndar ma
finna i pvi neti margar pakningar af sdmu steerd.

pakningalitun. 1 pvi verkefni sem vid &tlum ad
skoda i pessari grein viljum vid finna eins margar
pakningar i netinu og hagt er sem skarast ekki. I is-
budademinu veeri edlilegt ad reyna ad stadsetja adrar
naudsynlegar verslunartegundir i beenum undir sému
skilyrdum, t.a.m. ddtabud, nammibid, myndbanda-
leigu o.s.frv. Hver tegund parf pvi ad pekja netid, og
par sem edlilegt veeri ad mida vid ad hver stadsetning
rimi adeins eina verslun, &ttu pakningarnar ekki ad
skarast.

Vid getum skilgreint petta svo ad vid viljum lita
hnatana i G pannig ad hnatar hvers lits myndi pakn-
ingu. Markmidid med pakningalitun er ad hamarka
fjolda slikra pakninga. Latum D(G) tédkna mesta
fjolda sundurleegra slikra pakninga fyrir net G. Ef vid
litum & netid i mynd 1, p4 er hnatarnir misgrair og vid
getum séd ad hnatar af hverjum grastyrkleika mynda
pakningu. bvi gildir hér ad D(G) > 6.

Nokkrir eiginleikar pakningalitana. Til ad atta sig
betur & verkefninu er gott ad kynna sér eiginleika
pakninga.

Ef hnGtum er bett vid pakningu pa héfum vid
afram pakningu, p.e. vidbétarhnutar audvelda adeins
pad verk ad pekja netid og ad tryggja ad allir hafi
granna i hopnum. pad pydir lika ad ef hnitar hafa
ekki verid litadir i pakningalitum, pa er ohett ad lita
p& med hvada lit sem er — pakningunum sem fyrir eru
feekkar ekki. Pvi m4 einnig skilgreina pakningalitun
sem skiptingu & hnatamenginu V' i sem flestar pakn-
ingar.

Vid sjaum ad D(G) > 1, pvi heildarhnitamengid
V er alltaf pakning. bad er einnig rakid ad D(G) < n,
pvi hver pakning verdur ad innihalda ad lagmarki einn
hnat. Ef til eru hnatar sem hafa engan granna, péa er
D(G) = 1.1 6llum 63rum tilfellum mé skipta netinu
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i ad minnsta tvo hluta pannig ad hvor hluti sé pakning,
0g bjodum vid lesandanum ad finna slika adferd.

Heegt er ad finna einfold efri mérk & D(G) med
pvi ad skooa grennd hvers hnats. Skodum til dem-
is hnatinn « nedst i vinstra horninu & mynd 1. bessi
hnatur hefur fimm granna. Hver peirra geeti verid i
mismunandi pakningum, og einnig hann sjélfur. En ef
til veeri sjoundi liturinn, pa veeri u ekki pakinn fyrst
hvorki u né grannar hans hafa pann lit. Af pvi sjaum
vido ad D(G) < d(u) + 1. bar sem petta gildir um
hvada hndt sem er i G, pa leidir af pvi ad

D(G) < 8(G) +1. (1)

Hverjar eru spurningarnar? Vid hofum na af-
markad pakningalitun sem vidfangsefni, en pa er eftir
ad akveda hvad vid viljum gera med pad. Eins og oft
er pad kannski mikilvaegast ad spyrja réttu spurning-
anna.

Klassisk netafraedi spyr um eiginleika og mynstur
neta. Vardandi stika eins og D(G), er dhugavert ad
spyrja hvada gildi hann geti tekid og hver vensl hans
vid adra stika eru. Vid hofum séd ad lagmarksgradan
§(G) tengist D(G) og einnig rokrétt er ad athuga n,
fjélda hndta i netinu.

Spurning 1: Hvada gildi tekur D(G) sem fall
af 6 ogn?

Med hagnytingu netafreedinnar i ymsum visind-
um og upplysingavinnslu jokst ahugi & pvi ad leita
ad hradvirkum reikniritum til ad leysa netafraediverk-
efni. Slik vidfangsefni m4 kalla reiknilega netafradi.
Hér er lykilverkefnid ad finna hradvirka adferd til ad
reikna D(G) fyrir 61l net, og pa einnig til ad finna
samsvarandi pakningalitun.

Spurning 2: Er til hradvirk adferd til ad finna
bestu pakningalitun?

pvi midur hefur ekki fundist jakvett svar vid
spurningu 2. bad sem er vitad er ad fjolmorg mikilveeg
bestunarverkefni eru jafnerfid ad pessu leyti: annad
hvort eru til hradvirkar adferdir fyrir pau oll, eda
ekki neitt peirra. Slik verkefni kallast NP-fullkomin,
og telja ma nd nokkud vist ad engar slikar adferd-
ir fyrirfinnist. Allar pekktar adferdir taka svo mikinn
tima (i versta falli) ad peer rada eingéngu vid litil net
med nokkrum tugum hndta. St spurning hvort til séu
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hradvirkar adferdir fyrir NP-fullkomin verkefni, eda
hvort “P = NP”, er hins vegar ein pekktasta og erfid-
asta Oleysta steerdfreedigata sem pekkist. M. a. er hin
ein af sjo verkefnum sem Clay steerdfraedistofnunin
i Cambridge, Massachusetts hefur heitid milljon dala
verdlaunum fyrir lausn & [2].

| stad spurningar 2 mé reyna ad takmarka spurn-
inguna vid hépa ahugaverdra neta sem hafa eitthvert
mynstur sem gerir lausn verkefnisins moégulegri.

Spurning 3: Fyrir hvada flokka neta eru til
hradvirkar adferdir til ad finna bestu pakn-
ingalitun?

Til er fjéldi vel skilgreindra og hagnytra neta-
flokka og pvi getur endanleg akvordun verid all mikid
verk. Ekki verdur farid nanar Gt i pad hér.

Onnur leid er sem hefur verid farin & sidari arum
er st ad gefa upp & batinn kréfuna um ad finna bestu
mdogulegu pakningalitun eda ndkveemt gildi & D(G),
heldur sztta sig vid ad finna einhverja g6da lausn. pad
er alltaf spurning hvad gott megi teljast, en vid midum
hér vid ad lausnirnar séu aldrei of langt fra besta gildi.

Spurning 4: Er til hradvirk adferd sem finn-
ur pakningalitun med D(G)/f(n) pakning-
um, par sem f(n) er fasti eda heaegt vaxandi
fall af n?

Hér & eftir munum vid leitast vid ad svara pessum
spurningum eins vel og hagt er i dag. A leidinni mun-
um vid kynnast notkun likindafreedilegra adferda vid
lausn netafraodilegra verkefna. pear nidurstéour sem
verda kynntar eru byggdar & greininni [3], nema ann-
ad sé tekid fram.

2. Slembin litun

Vid skodum nu einfalda slembna adferd vid pakn-
ingalitun, handahofslitun.

Fastsetjum akvedinn fjolda lita ¢.
Veljum fyrir hvern hnut einn af litunum ¢,
6hé&d hinum hnatunum.

Sér i lagi skodum vid tilvikid pegar t =
1)/31nn|.

Vid hofum dhuga a ad meta likurnar & pvi ad pessi
handahofslitun skili gildri litun. Vid purfum ekki na-
kveemt gildi & pvi, heldur viljum syna fram & g6d nedri
mork. Ef litun er 6gild pa er pad vegna pess ad einhver

(6 +
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hnatur er ekki pakinn af einhverjum lit. Vid byrjum
pvi & ad meta likindi pess ad hndtur v sé ekki pakinn
af lit £. bad gerist ef enginn af gronnum v (né v sjalf-
ur) hefur fengid litinn £. Latum atburdinn A4, , takna
ad hnatur v sé ekki pakinn af lithnum £. Pessir atburd-
ir eru hadir litum allra hnita i grennd v og pvi ekki
audvelt ad reikna likindi peirra beint. pess i stad ma
brj6ta pessa atburdi upp i minni einingar.

Rifjum fyrst upp nokkur grunnatridi likindareikn-
ings. Margfeldisreglan segir ad ef Ay, As,..., As eru
6hadir atburdir eru likindi pess ad peir gerist allir
fengin med

t
nzl

H Pr[A 2)

Samlagningarreglan segir ad hvort sem atburdirnir
eru hadir eda ekki pa eru likindin & ad einhver peirra
gerist i mesta lagi summa likinda atburdanna, eda

t
PrUj_, Ai] < ) Pr[A4,]. (3)

i=1

Vid skulum nd meta likindin & A, ¢.

Hjalparsetning 1. Latum v vera hn(t og £ vera einn
aft = (6 + 1)/31Inn litum. Likindin & atburdinum
Ay e eruimestalagi 1/n.

Sonnun. Latum B, ,, vera atburdinn ad hnuturinn u
fai litinn £. bar sem hver hnatur, par med talinn u, feer
hvern af litunum ¢ med sému likindum, pé gildir ad

Pr[By.] = 1/t.

pad ad hnatur v sé ekki pakinn af lit £ er jafngilt pvi
ad badi v og allir grannar hans hafi fengid adra liti en
{, p.eas.

Av,Z: ﬂ Bu,l-

u€N [v]

Litir hinna mismunandi hnita eru 6hadir og pvi gildir
margfeldisreglan

Pr[A, (] H Pr[B,.]
u€EN[v]
= I Q-PrBus)=(1-1/t)4"
uEN[v]

petta gildi er opjalt, en pad kemur okkur til hjalpar ad
vid krefjumst ekki nakveemra gilda. Vid nytum okkur
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fyrstu tvo lidi i Maclaurin réd fyrir e* sem gefur ad
1+ z < €® fyrir allar rauntdlur z. NG héfum vid ad

Pr[A,.] < e~ 1/t (d(v)+1)

—3Inn-(d(v)+1)/(6+1) < e—31nn —

=e 1/n?.

O

Vid synum nd fram & ha likindi & ad litunin i heild
sé gild.

Hjalparsetning 2. Likindin & ad handahdfslitun med
(6 +1)/31nn litum sé gild er i pad minnsta 1 — 1/n.

Sonnun. Til ad litunin sé égild parf einhver af atburd-
unum A, , ad gerast, par sem v er einhver af n hnut-
um i G og £ er einhver af ¢ < n litum. Samkvemt
samlagningarreglunni hofum vid ad

Pr(Litunin er 6gild] = Pr[Uycv,i<e<tAv,e]
1

1
<not-— < -
n n

O

AJ lokum getum vid pa notad petta til ad segja
eitthvad sem gildir alltaf, ekki bara oft. Ef likindi &
ad atburdur gerist er steerri en nall, pa gerist atburdur-
inn undir einhverjum kringumstaedum. I pessu tilfelli
pydir pad ad til sé gilt val & litum fyrir hndtana.

Setning 1. D(G) > (6 +1)/3Inn

pad var hinn afkastamikli Paul Erd6s sem upp-
gotvaoi hvernig nota metti likindi i netafredi og
fléttufreedi.

Samanburdur vid dnnur mork. begar Setning 1 er
borin saman vid hio algilda efri mark 6 + 1, pad mun-
ar sem sagt peetti sem er logri af n. Adur en [3] var
ritud var fatt vitad almennt um pakningalitanir al-
mennra neta, og einu morkin sem gefin eru upp i upp-
flettiritinu &durnefnda um pakningar [5] voru pau ad
D(G) > [n/(n —6(G))] [7]

Pessi mork eru all nerri pvi besta sem segja ma.
Ekki ndg med ad til séu net sem hafi pakningatélu
mjdg naerri pessum morkum, heldur gildir pad um naer
ol net! Nanar tiltekid, fyrir 6ll ¢ > 0 og ner 6ll net G
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med n hnGtum gildir ad steerd minnstu pakningar er i
pad minnsta

n

b&) > 51
pvi hafa langflest net pakningalitunartdlu steerri in
(14 ¢€)(6 +1)/Inn, fyrirhvada e > 0 semer.

Skilgreinum fallid D(8,n) sem minnstu pakn-
ingat6lu nets af lagmarksgradu § med n hndta. Vid
héfum med ofantdldum nidurstddum og setningu 1
fengid ad D(d,n)/Inn sé sterd med gildi & bilinu
[1, 3]. Askilegt veeri ad leida Gt nakveema formulu fyr-
ir D(é,n), eda i pad minnsta ad finna markgildi fyrir
hlutfallid D(d,n)/[(6 + 1)/ Inn].

-(1—¢)lnn.

2.1. Endurbett lausn

Vio getum beett fastann i Setningu 1 i pvi sem nast
1. Til pess heettum vid ad atlast til ad allir litirn-
ir myndi gildar pakningar, en reynum ad tryggja ad
nagilega margir af litunum geri pad. Hndtar sem litast
med 6gildum litum, verda pa endurlitadir med einum
af gildu litunum. Vid rifjum fyrst upp mjég hentugan
eiginleika veentigilda, ad pau dreifast yfir summur.

Hjalparsetning 3. Ef likindi 4  atburdum
Ay,..., A, eru (i mesta lagi) p, pa er ventifjoldi
atburda sem gerast (i mesta lagi) m - p. betta gildir
hvort sem atburdirnir eru 6hadir eda ekki.

>6+1_<1
~ lnn

Sénnun. Latum¢ = (6 + 1)/ In(nlnn). Vid hofum
fyrir hvern af pessum n - ¢ atburéum A, , ad

Pr[d, ] = (1 —1/£)%)+!
< e~ TVt < 1/(nlnn).

Setning 2.

D(G)

Inlnn+1
In(nlnn) ) -

pvi er veentifjoldi atburda sem eiga sér stad i mesta
lagi ¢t/ Ilnn. Ventifjoldri ogildra lita, lita sem ekki
mynda pakningu, er pvi einnig i mesta lagi ¢/ Inn.
Hnutar sem hafa égilda liti ma alla endurlita med ein-
hverjum gildum lit &n pess ad feekka fjolda gildra lita.
Ventifjoldi gildra lita er pvi i pad minnsta

t _5+1< lnlnn+1)

Inn  Inn " In(nlnn)
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Til hlytur ad vera gild litun med fj6lda lita jafnan eda
meiri en veentifjélda lita. [

Vid héfum na synt fram & med setningu 2 og at-
hugasemd um slembinet ad

o DEn)
n—o00 ((5 =+ 1)/lnn h

par med er pessari spurningu ad vissu leyti fullsvar-
ad. NU ma nast spyrja um hvad vid getum sagt ef ha-
marksgrada netsins er litil.

2.2. Net af lagri grédu

[ sénnunum ad ofan syndum vid i raun fram & ad nar
allar litanir hafa pa eiginleika sem vid leitum ad. b0
veeri nog fyrir okkur ad syna fram & ad til sé i pad
minnsta ein litun med rétta eiginleika. begar atburdir
eru 6hadir er audvelt ad syna fram & hid sidara, p6 hid
fyrra gildi ekki; t.a.m. ef ¢ 6hadir atburdir hafa allir
likindi p, pa eru jakveed likindi p* 4 ad peir gerist allir.

I okkar daemi eru atburdirnir vissulega ekki 6had-
ir, en hins vegar er hver atburdur hadur tiltélulega fa-
um 6drum atburdum. Atburdurinn A, ¢ er hadur A, ¢
ef N[o]NN[w] # 0, en annars ekki. bvi gildirad A4, ,
er 6hadur 6llum nema

t(1+d(v) + (dv) —1)A) < A% -1

atburdum.

Til er setning LLL kennd vid ungverjann Lazl
Lovész (sjé [1]) sem tekur fyrir tilfelli pegar f& por af
atburdum eru had.

Setning 3. (LLL) Gefnir eru atburdir A, Ao, ..., 09
heiltala d, pannig ad hver atburdur A; er 6hadur
6llum nema d atburdum og e(d + 1) Pr[4;] < 1,
par sem e er grunntala natturlegs logra. P& gildir ad

Pr[n; A;] > 0.
Vid getum pa leitt Gt eftirfarandi nidurstodu.

Setning 4. D(G) >
fasta c.

(6 + 1)/cln A, fyrir einhvern

Sénnun. Veljum ¢ = [(6 + 1)/(3 - In(3'/3 - A))]
og litum netid af handah6fi med pessum ¢ litum eins
og 4dur. ba gildir ad Pr[4, ] < (1 — 1/t)%+ <
1/(3 - A?%). bvi gildir ad (d + 1) Pr[A4, ] < 1/3, og
skilyrdi LLL er uppfyllt. P4 héfum vid ad pad eru
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jakveed likindi 4 ad enginn atburdanna A, , gerist,
b.e. pad eru jakved likindi a ad litunin sé gild pakn-
ingalitun.

Fyrir regluleg net (net par sem allir hndtar hafa
somu gradu) med laga gradu er munurinn mikill &
pessum nedri mérkum og peim fyrri.

I [3] er gengid skrefi lengra i ad na sem nakvam-
ustu nedri mérkum fyrir D(G). Notud er Gtgéafa af
LLL sem virkar i tveimur skrefum, par sem hnutarnir
eru fyrst flokkadir i hépa og sidan hver hopur litadur
at af fyrir sig. Ut fra pvi feest eftirfarandi.

Setning 5. Til eru fastar a, Ag > 0 pannig ad fyrir
hvert net G med hamarksgradu A > Ay, pa gildir ad

D(G) > {mJ '

Vid hofum pa pétt moérk & D(G) sem fall af lagmarks-
og hémarksgrédu, § og A. Endurskilgreinum nd
D(4,A) sem minnstu pakningatdlu nets med lag-
marksgradu 6 og hdmarksgradu A. pa héfum vid ad

lim 71)(6’ A __
ASoo (+1)/InA

2.3. Reiknirit

Adferdirnar i setningum 1 og 2 mé lita & sem ein-
fold slembin reiknirit. Haegt er ad umbreyta peim i
16ggeng (deterministic) reiknirit med pvi ad nota svo-
kallada aoferd skilyrtra likinda [1]. Slikt leidir af sér
skilvirkar grddugar adferdir. pad er pé dhugavert ad
fyrir pakningalitun hefdi verid erfitt ad leida Ut pessar
gradugu aoferdir beint an pess ad fara i gegnum lik-
indafraedina.

Heegt er ad leida Ut 16ggengt reiknirit fyrir adferd-
ina sem byggo er & LLL, en pad leidir po til litunar
par sem fastinn ¢ er mun verri. EkKi er vitad hvort
heaegt sé ad finna & hagkvaman hatt litun samkvaemt
setningu 5.

Summary: The purpose of this article is to present some
themes in modern graph theory to non-specialists. We dis-
cuss the problems, questions that arise, methods of analysis,
and algorithms, with a special focus on probabilistic meth-
ods. The discussion is in the context of a specific problem,
the domatic number of a graph, and some recent results of
the author and collaborators are described.
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