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Agrip - A umradanagripu sem verkar & mengi  ma skilgreina grannmynstur. Eiginleikar grannmynsturs-
ins endurspeglast i eiginleikum grupuverkunarinnar og 6fugt. Reett er um pessi tengsl og synd deemi um pad
hvernig méa nyta tengslin til ad sanna setningar um gripuverkanir og um granngrapur.

1. Inngangur

Efni pessa pistils er tengsl umradanagripna vid
granngrapur. Oft er reynt ad skipta sterdfreedi upp
i dlika hluta og setja pad upp sem andstaedur: hag-
nyt steerdfraedi og hrein sterdfraedi, steerdfredigrein-
ing og algebra, og hatimbradir freedilegir loftkastalar
og jardbundin sérteek deemi. Ein slik skipting er strjal
sterdfreedi & moti samfelldri steerofredi. Algebra,
fléttufreedi og netafreedi falla undir strjalu sterd-
freedina og sterdfredigreining, rumfredi og grann-
freedi falla undir samfelldu sterdfreedina. En pad er
svo skemmtilegt vid sterdfreedi ad jafnvel olikustu
undirgreinar hennar geta att pad til ad fléttast sam-
an og oft fast fallegustu og dypstu nidurstddurnar
pannig. Umradanagrdpufreedin heyra undir algebru
en einnig hafa pau mikil tengsl vid fléttufreedi og
netafreedi og pegar fjallad er um Gendanlegar um-
radanagrupur pa eru tengslin vid rokfreedi djlpsted.
Umradanagrapufraedin flokkast pvi sem strjal steero-
freedi. En & sérhverja umradanagrdpu ma skilgreina
grannmynstur og pannig faest brd yfir gjana sem
adskilur strjala og samfellda sterofraedi. Yfir pessa
bra er haegt ad flytja hugtok, adferdir og nidurstdo-
ur Ur grannfreedi og sterdfraedigreiningu og nyta til
ad sanna setningar um umradanagrdpur, en pad er
lika haegt ad fara med verkfaerakassann Ur umradana-
grapufreedunum yfir brina og nyta dét ar honum vid
athuganir & granngrdpum.

I pessum pistli verda fyrst kynntar til leiks ad-
alpersénurnar: umradanagrdpur, granngrdpur og net.
Naudsyn er ad nota fjolmorg hugtok ar grannfreadi.
Flest eru skilgreind stuttlega i textanum pegar peirra

er porf en meiri frodleik ma finna i [13]. T grein 2.2
er synt hvernig haegt er ad skilgreina grannmynstur &
umradanagrdpu. Nanar ma lesa um petta grannmynst-
ur i [2], [15], [16], [19] og [23], en skilgreiningin er
mun eldri (fyrstu visanir sem ég veit um eru [9] og
[7]). Sérstaklega er gaman af [16] par sem sénnud
er setning um umradanagrdpur en i sénnuninni koma
fyrir heildi og lokahnykkurinn er ad visa til nidur-
stodu um ramfredi i Hilbert-ramum. | nasta hluta
er fjallad um tengsl grannmynstursins og grannfraedi-
legra eiginleika vid eiginleika grdpunnar sem um-
radanagrupu. Einkum er skodad hvernig grannfradi-
lega hugtakid ,,pjappad“ tengist verkun grdpunnar.
par & eftir er lyst nokkrum nidurstédum par sem pessi
tengsl eru nytt. I pessum hluta er frasognin hradari
og ekki syndar sannanir heldur eingdngu leitast vid
ad lysa nidurstddunum og gefa hugmynd um & hverju
sénnun byggist.

2. Grunnhugtok
2.1. Gruapuverkanir

Skilgreining 1. Verkun gripu G @ mengi Q2 er vorp-
un G x Q — Q, ritad (g,a) — g(a), sem uppfyllir
eftirfarandi tvo skilyrdi:

(iYefg,h e Goga € N péaer(gh)(a) =
(i) ef e taknar einingarstakio i G pa er e(«
oll o € Q.

9(h(@));
) = a fyrir

Af pessu leidir ad vorpunin @ — Q; a — g(a) er
gagnteek ef g er stak i gripu G sem verkar 4 mengid {2.
Einnig sjaum vid ad margfdldun i gripunni samsvarar
samskeytingu varpana.



Grapuverkanir eru adferd steerofredinnar til ad
lysa samhverfum. bannig fléttast grdpufraedin inn i
adrar greinar steerdfredi og er einnig gagnleg i morg-
um raunvisinda- og teknigreinum. Upphaflega vard
grapufraedi til vegna athugana & grapuverkunum i
sambandi vid raetur marglida og kristalladist i verk-
um Galois. Sidar proadist gripuhugtakid sjalft 6had
tiltekinni grapuverkun og grapufraedin er I16ngu ordin
ein af hofudgreinum algebrunnar.

Skilgreining 2. Latum © vera mengi. Mengi allra
gagntaekra varpana 2 — € er tdknad med Sym(2).
Med samskeytingu varpana verdur Sym(2) & edlileg-
an hatt ad grapu sem vid kollum samhverfugripu .

Ef gripa G verkar & mengi ©Q og um 6ll stok
g € G, nema einingarstakio e, gildir ad til er punktur
a €  pannig ad g(a) # « pa er sagt ad verkun-
in sé trafost. (Pad er ad segja, verkunin er trafost ef
einingarstakid er eina stakid i G sem gerir ndkvaem-
lega ekkert vid Q2.) Verkun G & mengi Q skilgreinir &
edlilegan hétt grapumoétun fra G til Sym(£2) pannig
ad g € G varpast yfir i umrédunina & Q@ sem sam-
svarar verkun g & Q. pegar verkunin er trafost, pa er
pessi métun einteek og lita ma & G sem hlutgripu i

Sym(€2).

Skilgreining 3. Hlutgrdpa i Sym() kallast um-
radanagrupaa .

Skilgreining 4. Latum G vera grdpu sem verkar &
mengi 2.

(a) Braut punkts o € € vid verkun staks g € G er
skilgreind sem mengid {g%(a) | i € Z}.

(b) Braut punkts o € Q vid verkun grapunnar G er
skilgreind sem mengid {g(a) | g € G}.

Brautir grdpunnar G gefa okkur skiptingu & Q i
sundurleeg mengi. begar grapuverkanir eru athugadar
er oft haegt ad skoda sérstaklega hvad grupan gerir a
hverri braut fyrir sig og pannig er heaegt ad einblina &
pad tilvik pegar grapan hefur bara eina braut.

Skilgreining 5. Grupa G sem verkar & mengi 2 er
s0g0 gegnvirk ef fyrir sérhverja tvo punkta o, 8 € G
er til stak g € G pannig ad g(a) = 8, p.e.a.s. ef hin
hefur bara eina braut.

Pad ad grupuverkun sé gegnvirk segir einmitt ad
fra sjonarhdli grapunnar liti allir punktar i 2 eins 0t.
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pegar verio er ad fast vid samhverfur sterdfreedilegra
kerfa pa feest gegnvirk grapuverkun ef allir punktarnir
i kerfinu eru ,,eins*, en pad er oft edlilegt skilyroi.

Skilgreining 6. L&tum grdpu G verka & mengi .
Fyrir stak a € Q skilgreinum vid kyrragripu « sem
grapuna

Go={9€G|g(a) =0},
Fyrir & C Q skilgreinum vid
G@) ={9€G|g(a) =afyrirdlla e o}

Setning 7. Latum grldpu G verka & mengi Q. Fyrir
stak g € G og punkt a € Q gildir ad

gGag_l = Gg(a)-
S6nnun: Gerum rad fyrirad h € G, 09 g € G. P er

(ghg™)(g9(a)) = (gh)(a) = g(h(a)) = g()

pvi erg{zg_—1 € Gy(a) 09 par med gGog9~"' C Gy(q)-
Ofugt gildir ad ef h € Gy, bder b’ = g7 'hg €
Gg—l(g(a)) =Gy bvierh = gh'g_l € gGag_l. pa
er fengid ad Gy(a) C 9Gag™".

Ef H er hlutgripa i G péa verkar G 4 G/ H (mengi
vinstri hjamengja H i G) pannig ad g(zH) = (gz)H.
Med pessari adferd er haegt ad bua til gripuverkan-
ir ad vild. Raunar ma lysa 6llum gegnvirkum gripu-
verkunum & pennan hétt. Hugsum okkur ad gripa G
verki gegnvirkt & mengi Q. A edlilegan hatt ma sam-
sama  vid G/G,, pannig ad punktur 8 €  sé sam-
samadur vid hjamengid gG, par sem g er eitthvert
stak { G pannig ad g(a) = B. Einfalt er ad sja ad val-
i0 & stakinu g skipti ekki mali: ef h er eitthvert annad
stak i G pannig ad h(a) = B paer (h~1g)(a) = aog
bvierh—'g € G, og parmeder hGy = gGqo. Hofum
pvi fengid vel skilgreinda vorpun ¥ : @ — G/G,.
Audveldlega sést ad T(g(a)) = g(¥(a)) 0g pvi ma
segjaad verkun G 4 Q2 sé ,.eins og“ verkun G4 G/G .
pad sem tapast pegar vid skiptum Q Gt og skodum
G /G, istadinn er ad vid getum haft eitthvert stero-
freedimynstur skilgreint & Q2 og haft 4huga a ad skoda
samspilid & milli mynstursins & €2, eiginleika grup-
unnar G og verkunar hennar & Q en slikt sést ekki
pbegar horfta G/G,.
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2.2. Granngrupur

Skilgreining 8. Granngripa er gripa G &samt
grannmynstri & G pannig ad margféldun i grdpunni
sé samfelld vorpun

G xG— G;(g,h) — gh

0g pad ao taka andhverfu i G sé samfelld vérpun

G—-G;g—gt.

Sem demi um granngrdpur ma taka mengi raun-
talna 4samt samlagningu, jakveedar raunt6lur dsamt
margféldun og andhverfanleg 2 x 2-fylki &samt marg-
foldun. 1 éllum tilvikum er grannmynstrid pad venju-
lega.

Verkefni okkar nlina er ad nota verkun G' & mengi
Q til ao skilgreina grannmynstur a G pannig ad G
verdi granngrupa.

Safn B af hlutmengjum Ur G er sagt vera grunnur

fyrir grannmynstur & G ef
(i) fyrir sérhvert stak g i G er til stak B i B sem inni-
heldur g, og
(ii) ef stak g i G er innihaldid i snidmengi tveggja
staka B; og B, Ur B pé er til stak B3 i B pannig ad
g€ Bg - B; N Bs.
Ut fra sliku safni ma skilgreina grannmynstur pannig
ad U C @G sé opio ef og adeins ef um sérhvert
stak u € U gildir ad til er stak B € B pannig ad
w € B C U. Hlutgrunnur fyrir grannmynstur er safn
hlutmengja S pannig ad sammengi stakanna i S sé allt
G. Safn allra snidmengja endanlega margra mengja ar
S er grunnur fyrir grannmynstur 4 G.

Til ad skilgreina grannmynstur & gripu og gera
hana ad granngrdpu er nég ad tiltaka grenndagrunn
fyrir einingarstakio i grapunni. (Grenndagrunnur fyr-
ir stak ¢ € G er safn hlutmengja i G pannig
ad oll innihaldi pau g og ef vid tokum snidmengi
tveggja mengja i grenndagrunninum pa inniheldur
petta snidmengi eitthvert hlutmengi tr safninu.) Ef B,
er grenndagrunnur fyrir einingarstakio pa er mengid
{¢9B | B € B.} grenndagrunnur fyrir stakid g € G
og sammengi allra pessara grenndagrunna fyrir stok
G er grunnur fyrir grannmynstur 4 G.

Skilgreining 9. Latum G vera grapu sem verkar
a4 mengi €. Skilgreinum umradanagrannmynstrid
(m.t.t. verkunar G 4 Q) a G med pvi ad taka fjolskyld-
una

B = {G(s) | ® endanlegt hlutmengi i Q}

sem grenndagrunn fyrir einingarstakid.

Fyrir stak h € G og endanlegt hlutmengi ® C Q
skilgreinum vid

B(®,h) = {g € G | g(a) = h(a) fyrir6ll a € ®}.

Safn allra slikra hlutmengja i G pegar @ hleypur yfir
oll endanleg hlutmengi i Q og h yfir 61l stok i G er
grunnur fyrir grannmynstur 4 G. Hlutmengi U i G er
opid ef um sérhvert stak g € U gildir ad til er mengi
B(®, h) sem inniheldur g og er innihaldid i U. Takid
eftir ad B(®,h) = hG(s) 09 pvi er petta bara 6nnur
lysing & umradanagrannmynstrinu i Skilgreiningu 9.

NU er audvelt ad syna (héfundur hefur notad pad
sem &fingu i ndmskeidi um grannfradi) ad margfold-
un i grapunni og pad ad taka andhverfu staks eru sam-
felldar adgerdir og pvi er G med pessu grannmynstri
granngrupa.

Pegar mengid ( er teljanlegt og gripan G er trd-
fost er haegt ad skilgreina fird & G sem gefur sama
grannmynstur og hér ad ofan. Vid faum okkur upp-
talningu & stokunum i Q og ritum Q = {wy,ws,...}.
Sidan skilgreinum vid fjarlegdina & milli tveggja
staka g og h i G sem

d(g,h) =
max{2~* | g(w;) # h(w;) eda g~ (w;) # h~H(wi)}-

Ef pessi fird er notud & Sym(Q) fast fullkomid fird-
ram.

Heegt er ad lysa pessu grannmynstri med adferd-
um sem eru oft notadar til ad setja fram grannmynstur
& mengjum varpana. Hugsum okkur ad €2 hafi strjla
grannmynstrid (61l hlutmengi eru opin) og hugsum
G sem mengi af (samfelldum) vérpunum Q@ — Q.
Hlutmengi i 2 er pjappad pa og pvi adeins ad pad sé
endanlegt. Pjappad-opid grannmynstrid & G er skil-
greint med pvi ad taka sem hlutgrunn fyrir grann-
mynstrid 6ll mengi & forminu

5(®,8)={g€G|g(®) C A},

par sem & er pjappad (p.e.a.s. endanlegt) hlutmengi
i Q og A er opid (p.e.a.s. eitthvert) hlutmengi i €.
Einfalt er ad sja ad petta er sama grannmynstur og
skilgreint var hér ad ofan.

Annar eiginleiki sem meetti nota til ad skilgreina
umradanagrannmynstrid er ad runa {g; };en er sam-
leitin i umradanagrannmynstrinu ef og adeins ef fyrir
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sérhvern punkt o € Q gildir ad til er tala i¢ pannig
ad um 6ll 4,5 > 4o gildi ad g;(a) = g;(a). Petta
mé lika orda pannig ad runan {g;};en Sé samleitin i
umradanagrannmynstrinu & G ef og adeins ef runan
{gi(a@)}ien 56 samleitin i strjala grannmynstrinu & 2
fyrir sérhvern punkt a € 2. bad ad runa sé samleitin
i strjala grannmynstrinu pydir ad runan stoppar og er
fasti fra einhverjum punkti.

2.3. Net og sjalfmétanir peirra

Skilgreining 10. Net (6stefnt net) er tvennd (V, E)
par sem V' er mengi og E er mengi tveggja staka hlut-
mengja Ur V. Stékin i V' eru kalladir hnatar og stak
{v,w} € E Kkallast leggur i netinu. Vid segjum ad
hnatar v og w séu grannar ef {v,w} er leggur.

Orvanet T' = (V, E) er tvennd par sem V er
mengi og E er hlutmengi i E C V x V. Stokini V
kallast hndtar og stokin i E kallast érvar. Vid segjum
ad v og w séu grannar ef (v, w) eda (w,v) erériT.

Ef um alla hndta v € V gildir ad (v,v) ¢ E pa
segjum vid ad drvanetid sé einfalt.

Fyrir einfalt érvanet I' mé skilgreina samsvarandi
ostefnt net pannig ad 6stefnda netid hafi sému hnata
og Orvanetid, og {v, w} sé leggur i 6stefnda netinu ef
og adeins ef (v, w) sé Or i drvanetinu.

Athugasemd: Gera méa sér mynd af neti med pvi ad
hugsa hndtana sem punkta og legg {v, w} sem strik &
milli v og w. Ef netid er stefnt pa ma hugsa or (v, w)
sem Or sem stefnir fra v til w.

Skilgreiningarnar hér 4 eftir midast vid 6rvanet en
med smavagilegum umordunum ma fa skilgreiningar
& samsvarandi hugtokum fyrir 6stefnd net.

Utstig hnGtar v i drvaneti T er fjoldi allra hnita w
pannig ad (v, w) sé 6r i I" og innstig hnatarins er fjoldi
allra hndta w pannig ad (w,v) sé or i I'. Skilgreinum
stig v sem fjolda granna v. Ef stig allra hndta i 6rva-
neti I" er endanlegt segjum vid ad Orvanetio sé stad-
endanlegt.

Orvanet er sagt vera samanhangandi ef hagt
er ad ferdast a milli sérhverra tveggja hndta med
pvi ad fara eftir 6rvunum (ekki naudsynlega i rétta
stefnu), p.e.a.s. drvanet er samanhangandi ef fyrir
sérhverja tvo hndta v og w er til runa af hnatum
v = wg,V1,...,U, = w pannig ad fyrir 6ll 1 =
0,1,...,n — 1 & (v;,v;41) €da (Vit1,v;) O  Orv-
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anetinu. Slik runa er kollud (6stefndur) vegur og er
sagt ad lengd hans sé n.

Fyrir hndta v og w i samanhangandi drvaneti skil-
greinum vio d(v,w) sem minnstu mdgulegu lengd &
vegi sem byrjar i v og endar i w. Audvelt er ad syna
adderfirodV.

Skilgreining 11. Latum I' = (V, E) vera Orvanet.
Gagntek vorpun g : V' — V kallast sjalfmétun & T
pegar umalla hntawv, w i T gildirad (v, w) € E ef og
adeins ef (g(v), g(w)) € E. Gripa G verkar 4 T" sem
grupa sjalfmdtana ef G verkar & V' og sérhvert stak
i G verkar sem sjalfmotun & T'. Gripa allra sjalfmot-
ana orvanetsins T" kallast sjalfmétana grapa T, tdknud
Aut(T).

Athugid ad pegar gripa G verkar & mengi V' pa
verkar han lika & edlilegan hatt & mengid V' x V
pannig ad g(v,w) = (g(v),g(w)). Gripa G sem
verkar & mengi V er grlpa sjadlfmétana 6rvanets I' =
(V, E) ef E sem er hlutmengi i V' x V er 6breytt und-
ir 6llum stokum grdpunnar G, p.e.as. ef g(E) = E
fyrir Oll stok g € G. Af pessu sést audveldlega ad
samskeyting tveggja sjalfmotana er aftur sjalfmétun.

Skilgreining 12. Ef Aut(T") er gegnvirk & V' péa segj-
um vid ad drvanetio I" sé gegnvirkt.

I gegnvirku 6rvaneti lita allir hnatarnir i 6rvanet-
inu ,eins“ Gt, t.d. hafa sérhverjir tveir hnatar i T
sama Utstig og sama innstig. Sjaum lika ad sé g sjalf-
métun samanhangandi 6rvanets I' pa er d(v,w) =
d(g(v), g(w)) fyriralla hnitav og w i I

Daemi. A myndinni hér fyrir nedan er érvanet T'; til
vinstri og samsvarandi 6stefnt net T, til hagri.

4 3 4 3

1 2 1 2

Latum a tdkna umrédun & hndtum T' pannig ad
a(l) = 2, a(2) = 3, a(3) = 409 a(4) = 1.
pessi umrddun er greinilega sjalffmétun T'y og ma
sja hana fyrir sér sem sndning um fjéréung ur hring
um midpunkt ferningsins. Audvellt er ad sja ad sér-
hver sjalfmotun I'; feest med slikum sniningi. bvi er
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Aut(T1) = {e,a,a? a}, p.e.as. sjalfmétana gripan
er rasud med fjogur stok.

Umrddun samsvarandi a hér ad ofan er einnig
sjalfmotun T'y, en pvi til vidbotar faum vid ,,spegl-
anir“. Til demis er umrédun b sem festir hnita
1 og 3 og vixlar & 2 of 4 sjalfmétun nets-
ins T's. Sjalfmétanagripan Aut(T';) hefur 8 stok
e,a,a?,a’,b,ba,ba?, ba® og er oft nefnd tviflétungs-
gripan med atta stok.

Efst & myndinni hér ad ofan sést hluti af 6endan-
legu drvaneti. Ljdst er ad einu sjalfmétanir netsins fel-
ast i hliorunum. Sjalfmotanagripan er éendanleg ras-
ud grupa og er einsmota samlagningar grupu heillra
talna. Samsvarandi éstefnt net hefur fleiri sjalfmot-
anir pvi til vidbétar vid hlidranirnar koma speglanir,
til deemis b sem er skilgreind pannig ad b(n) = —n.
Latum a tdkna hlidrun til hagri um eitt skref pannig
ad a(n) = n + 1. Sjalfmoétanagripna er spdnnud af a
0g b og er oft nefnd 6endanlega tviflétungsgrapan.

3. Samspil grannmynsturs og
grupuverkunar

Rifjum upp enn eina skilgreiningu ar grannfreedi.

Grannmynstur & G er sagt vera Hausdorff ef um sér-

hver tvo 6lik stok g, h € G gildir ad til eru tvo sund-

urleg opin mengi pannig ad annad mengid innihaldi

¢ 0g hitt innihaldi A.

Setning 13. L&tum G vera grupu sem verkar & mengi
Q. Pa er verkunin trufést ef og adeins ef umradana-
grannmynstrid & G er Hausdorff.

Soénnun: Gerum rad fyrir ad verkunin sé trafost. Ef
g 0g h eru Olik stok i grapunni pa er til punktur «
i © pannig ad g(a) # h(a). Sjaum ad B({a},g)
og B({a}, h) eru sundurleeg opin mengi og pad fyrra
inniheldur g og pad seinna inniheldur A.

Gerum nd rad fyrir a0 grannmynstrid & G sé
Hausdorff. Latum g # e vera stak i G. b4 er til op-
i0 mengi i grannmynstrinu sem inniheldur g en ekki
e. Pad ma augljoéslega gera rad fyrir ad petta mengi
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sé & forminu B(®, g) par sem & er endanlegt hlut-
mengi i Q. bar sem e ¢ B(®, g) ba getur g ekki fest
alla punktana i ®. (Sagt er ad stak g € G festi punkt
a € Qef g(a) = a.) bvi er verkun G trafost.

Athugid ad umradanagrannmynstrid greinir ekki
& milli staka sem eru i kjarna verkunar G 4 Q og
pannig mé sja beint ad ef verkunin er ekki trafost pa
er grannmynstrid ekki Hausdorff. Sidan sést ad um-
radanagrannmynstrid er strjalt ef mengid 2 er endan-
legt og verkunin er trafost.

Kyrragrapur punkta i €2 eru opnar i G samkvaemt
skilgreiningunni & grannmynstrinu. Pad er alpekkt
stadreynd um granngrapur ad opin hlutgripa er lika
lokud. bad sést af pvi ad fyllimengi hlutgripunnar ma
rita sem sammengi hjdmengja hennar, hjamenginu eru
opin (hlutgrapan sjalf er opin), pvi er fyllimengid op-
i® og par med er hlutgrapan sjalf lokud.

Grannrum er sagt samanhangandi ef einu hlut-
mengin sem eru baedi opin og lokud eru tdma mengid
og allt rimid. Samhengispattir grannrdms eru skil-
greindir pannig ao peir séu 6steekkanleg samanhang-
andi hlutmengi. Tveir punktar z og 4 eru greinilega
i 6likum samhengispéattum ef til er mengi sem er
baedi opid og lokad og inniheldur annan punktinn en
ekki hinn. Grannrdm er sagt algjorlega 6samanhang-
andi ef einu samanhangandi hlutmengin eru eins staks
mengi og samhengispettirnir pvi eins staks mengi.
Dami um algjorlega samanhangandi grannrim er Q
sem hlutrdm i R og p-legu télurnar Q.

Setning 14. Gerum rad fyrir ad G sé grapa sem verk-
ar trufast & mengi . P4 er G med umradanagrann-
mynstrinu algjorlega 6samanhangandi.

S6nnun: Tokum tvo 6lik stok g og h Ur G. bar sem
verkun G & Q er trafost pa er til punktur o i 2 pannig
ad g(a) # h(a). bvi er g innihaldid i opna meng-
inu B({a}, g) en h er ekki i pessu mengi. Athugid ad
fyllimengi B({a}, g) er mengid

UiB{al, k) | k(@) # g(e)}.

Fyllimengi B({a},g) er pvi lika opid (sammengi
af opnum mengjum). Synt hefur verid ad mengid
B({a}, g) er beedi opid og lokad, inniheldur g en ekki
h og par med er fengid ad g og h eru ekki i sama sam-
hengispetti G. Af pessu sést ad samhangispattir G
innihalda bara eitt stak hver og pvi er G algjorlega
6samanhangandi.



Vid segjum ad umradanagripa G sem verkar
a4 mengi Q sé lokud ef han er lokud hlutgripa i
Sym(Q2) par sem Sym(Q) hefur umradanagrann-
mynstrid. begar reynt er ad beita granngripufreedum
& umradanagrupur pé er oft naudsynlegt ad gera rad
fyrir ad grapan sem fengist er vid sé lokud umradana-
grupa. petta ryrir ekki notagildi granngrdpufreeda svo
mjog pvi skilyrdid ad umradanagripa sé lokud hefur
edlilega talkun og einnig getur pad gerst ad peir eigin-
leikar sem vid hofum ahuga & breytist ekki p6 ad vid
athugum lokun G i Sym(€2) i stad G.

Fyrsta stigs kerfi M & 2 samanstendur af follum
fi : Q™ — Q, par sem ¢ € I og n; er nattdrlega
tala, venslum R; par sem R; C Q™ fyrirj € J
0g my; er natturleg tala, og fostum ¢, € Q fyrir
k € K. (Mengin I,J og K eru einhver heppileg
visamengi). Venja er ad rita R;(wy,...,wn,) i stad
(W1,--.,wm;) € R;. Deemi um fyrsta stigs kerfi eru
t.d. grapur (tvo foll, margféldun og andhverfa, og
einn fasti, hlutleysan) og 6rvanet (ein tvisted vensl).
Umrdédun g & Q er sjalfmétun kerfisins M ef og
adeins ef
(i) fyrir 6ll i € I og alla punkta (wy,...
Qi gildir a8 fi(g(w1),--
g(fi(wh s ani)) ;

@ity fyrir ol g € J og alla punkta
(WisevnyWimy) € QM gildir Rj(wy,...,wm;) ef
og adeins ef R;(g(w1),- .-, 9(wWm;));

(i) fyrir 6ll £ € K gildirad g(ck) = c.
Sjalfmotanagrupa fyrsta stigs kerfis M er tadknud
Aut(M). Um fyrsta stigs kerfi er fjallad i peirri
grein rokfredi sem kallast likanafredi (e. model
theory). I peim freedum er lika gagnlegt ad skoda
umradanagrdpur sem granngrdpur en pear palingar
tengjast litt venjulegum granngrapufraedum.

yWn;) €
-;g(wni)) =

Setning 15. (Sja [1, Section 1.3 og Section 2.4])
Umradanagripa G a mengi € er lokud ef og adeins
ef G = Aut(M) fyrir eitthvert fyrsta stigs kerfi M &
Q.

I Fylgisetningu 17 hér & eftir verdur farid i gegn-
um sénnun a pvi ad sjalfmotanagripa 6rvanets sé lok-
ud umradanagrapa.

Setning 16. Gerum rad fyrir ad umradanagripa G a
mengi Q sé lokud og ad um 6ll a €  gildi ao allar
brautir kyrragripunnar G, séu endanlegar. P4 eru
hlutgrdpurnar G, pjappadar.

Régnvaldur G. Méller

S6nnun: Taknum brautir gripunnar G, med O; par
sem 4 er i einhverju visamengi I. Hlutgripan H i
Sym(2) sem skilur allar bautirnar eftir 6hreyfdar er
eins og grapan [, Sym(0O;) (vid getum gert hvad
sem er & hverri braut, 6h&d pvi hvad vid gerum a
hinum brautunum). bessi hlutgripa er lokud i G. bau
mengi i grenndagrunninum fyrir Sym(2) sem skera
H eru & forminu B(®, g) par sem g € H. Med pvi ad
velja ® = O; paer heegt ad fa opid mengi i H par sem
oll stokin i opna menginu gera eitthvad tiltekid 4 O;
en sidan geta pau gert hvad sem er a O; pegar j # i.
pvi sjdum vid ad grannmynstrid sem H fer sem hlut-
gripa i G er pad sama og H far pegar vid gef-
um Sym(O;) strjala grannmynstrid og H margfeldis-
grannmynstrid (sja [13, Section 2-8]). par sem grupan
Sym(O;) er endanleg pa er hun pjoppud. Samkvaemt
setningu Tychonovs (sja [13, Section 5-1]) er gripan
H = [];c; Sym(O;) pbaeinnig pjéppud. bar sem G er
lokud hlutgrapa i Sym(Q) pé er lokun G, i Sym(Q)
jofn lokun G, i G. Grupan G, er lokud i G og pvi
lika lokud hlutgrapa i Sym(?). bvi er G, lokud hlut-
grapa i H og par med fest ad G, er pjoppud.

NU verdum vid aftur ad rifja upp skilgreiningu ar
grannfraedi. Grannrim X er sagt vera stadpjappad ef
um sérhvern punkt z € X gildir ad til er pjappad
mengi sem inniheldur opna grennd um z. Latum G
vera umradanagripu sem verkar a mengi  pannig ad
fyrir einhvern punkt o € Q hafi G, bara endanlegar
brautir. Hlutgripan G, er samkvaemt ofanségou badi
opin og pjoppud og hjamengi hennar gG,, er opid og
pbjappad mengi sem inniheldur g. bvi er G stadpjopp-
ud granngrupa. Flokkur stadpjappadra granngripna
er sérlega fyrirferdarmikill i granngrapufreedum enda
eru paer mikilvaegar i sterdfreedigreiningu og diffur-
ramfraedi. A slika gripu ma skilgreina mal, svokall-
ad Haar-mal (kennt vid ungverska sterdfraedinginn
Alfred Haar (1885-1933)), og pannig verdur kleift ad
beita adferdum ar steerdfreedigreiningu vid athuganir
& grapunni. Haar-malid hefur pann eiginleika ad pad
er Obreytt vid allar vinstri hlidranir. bekktasta deemid
um Haar-mal er venjulega Lebesgue-malid & rauntdl-
urnar.

Fylgisetning 17. Ef T' = (V, E) er samanhangandi
stadendanlegt 6rvanet (hver hnGtur hefur adeins end-
anlega marga granna) og G = Aut(T") er gripaallra
sjalfmétana netsins I' p4 er G med umradanagrann-
mynstrinu stadpjoppud granngruapa.
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S6nnun: Vid purfum fyrst ad syna ad gripan G sé
lokud i grapu allra umradana & V. Gerum rad fyrir
ad h sé stak i lokun G i Sym(€2). Ef h er ekki sjalf-
motun a T' pa eru til punktar v og w i V' pannig ad
(v,w) € E en (h(v),h(w)) ¢ E eda pa (v,w) ¢ E
en (h(v), h(w)) € E. bar sem h er i lokun G pa sker
opna grenndin B({v, w}, h) um h mengid G. Segjum
semsvo ad g € GN B({v,w},h). Paer g(v) = h(v)
0g g(w) = h(w), en pad far ekki stadist pvi g er
sjalfmétun . Sjdum af pessu ad G er lokud hlutgrapa
i Sym(V).

Allar brautir kyrragrdpunnar G, eru endanlegar
pvi T' er stadendanlegt 6rvanet og sjalfmoétanir érva-
netsins vardveita fjarleegdir. NU getum vid visad til
Setningar 16, og alyktad ad G, sé pjoppud hlutgripa
i G.Pad ad G er stadpjoppud leidir svo beint af pvi ad
G, er lika opin hlutgrapa i G.

Adur en vid skodum hvernig nota ma tengsl milli
grannmynsturs og grapuverkunar til ad svara spurn-
ingum um umradangrdpur og granngrapur skulum vid
skoda nanar hvernig grannfraedilega hugtakid ,,pjapp-
ad“ tengist grapuverkunum.

Fylgisetning 18. ([23, Lemma2]) L&tumT = (V, E)
vera stadendanlegt drvanet. Hlutmengi U C G =
Aut(T) hefur pjappada lokun U pa og pvi adeins ad
mengid Uv = {u(v) | u € U} sé endanlegt fyrir alla
hniatav € V.

S6nnun: Gerum fyrst réd fyrir ad U hafi pjappada
lokun. Tokum einhvern punkt v € V. Fjolskyldan
{uGy}, i er opin pakning a U. bar sem meng-
id U er pjappad ma finna endanlega hlutpakningu
U Gy, usGy, - -, u,G,. Stak u € U er pvi i ein-
hverju pessara mengja, segjum u € wu;G,. Pa er
til g € G, pannig ad v = wu;g og svo fast ad
u(v) = (u;9)(v) = u;i(g(v)) = u;(v). Af pessu sést
ad Uv = {u1(v),u2(v),...,un(v)}.

Gerum rad fyrir ad mengid Uwv sé endanlegt fyrir
hnat v i T. Ritum Uv = {u1(v),u2(v),...,un(v)}
par sem w1y, us, ..., u, eru stok i U. Af pessu leid-
irad U C u1Gy, U usG, U --- U u,G,. Mengid
w1 Gy Uua G, U- - -Uu, G, er pjappad og lokad pvi pad
er endanlegt sammengi lokadra pjappadra mengja.
Lokun U er pvi innihaldin i pjoppudu mengi og er
pvi sjalf pjoppud.

Athugid ad ef braut Uv er endanleg fyrir einhvern
hnat v i T" pa er brautin Uw endanleg fyrir alla hnita
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w { T'. betta sést af pvi ad sjalfmotanir T' vardveita
fjarleegoir og ef d = d(v,w) pa eru hnatarnir i Uw i
fjarleegd ad mesta lagi d fra endanlega menginu Uw.
Hnutar sem eru ekki i meiri fjarleego en d fra Uv eru
adeins endanlega margir svo Uw er endanlegt mengi.

Skilgreining 19. (a) Stak g i granngripu G er sagt
lotubundid ef rasada hlutgripan (g} = {g° | i € Z}
hefur pjappada lokun i G.

(b) Stak g i granngripu G er sagt vera FC—-
stak ef samokaflokkur g hefur pjappada lokun i G.
(Samokaflokkur g i G er mengid {hgh~! | h € G}.)

Eftirfarandi fylgisetningu ma sanna med sému ad-
ferd og notud var til ad sanna Setningu 5.

Fylgisetning 20. Latum g vera stak i Sym(§) par
sem € er eitthvert mengi. P4 er g lotubundid (i
Sym(Q)) pa og pvi adeins ad allar brautir g séu end-
anlegar.

Hér hofum vido skodad hvad ,litil“ hlutmengi
(p.e.a.s. hlutmengi med pjappada lokun) gera. Vid
getum lika athugad hvad ,,stor hlutmengi gera. Ein
moguleg lysing & pvi ad hlutgrapa H i granngripu G
sé stor er ad deildarimid G/H sé pjappad og er pa
sagt ad hlutgrapan H sé hjapjéppud.

Setning 21. ([14, Lemma 1.7] og [11, Lemma 7.5])
Latum G vera lokada umradangripu sem verkar
gegnvirkt & mengi Q. Gerum rad fyrir ad kyrragrapur
punkta i Q séu pjappadar. Hlutgrapa H i G er hja-
bjoppud ef og adeins ef H hefur adeins endanlega
margar brautir a Q

Latum T" vera samanhangandi stadendanlegt 6rva-
net. Sjalfmotun g er sogd takmorkud ef til er fasti C
pannig ad d(v, g(v)) < C fyrirallahnGtav i T'. Sjaum
ad um alla hnitav i T og 6ll stok A i Aut(T") gildir

d(v, (hgh™)(v)) = d((hh™")(v), (hgh™")(v))
d(h™" (v), (gh™")(v))

= d(h™'(v),g(h"(v)))
<.

Hofum pvi syntad hgh =" er lika takmorkud sjalfmot-
un. Audvelt er ad sja ad margfeldi tveggja takmark-
adra sjalfmétanna er aftur takmorkud sjalfmétun og
andhverfa takmarkadrar sjalfmétunar er lika takmork-
uo sjalfmétun. Takmarkadar sjalfmétanir mynda pvi
normlega hlutgrdpu B(T") i Aut(T).
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Setning 22. ([23, Lemma 4]) L&um I' = (V,E)
vera samanhangandi stadendanlegt gegnvirkt drva-
net. Stak g i Aut(T") er takmdrkud sjalfmétun I ef og
adeins ef samokaflokkur g i Aut(T") hefur pjappada
lokun i Aut(T).

Soénnun: Gerum fyrst rad fyrir ad g sé takmorkud
sjalfmotun. Samkveemt Fylgisetningu 18 purfum vid
ad syna ad brautir samokaflokks g séu allar endanleg-
ar. Eins og adur hefur verid minnst & nagir ad syna ad
ein braut sé endanleg. Vitum ad til er tala C' pannig
ad d(v, g(v)) < C fyriralla hnita v i I'. Eins og vid
saum hér ad ofan pa gildir ad d(v, (hgh=1)(v)) < C
fyrir 6ll stok h € G. bar sem gert er rad fyrir ad I" sé
stadendanlegt 6rvanet pa eru adeins endanlega margir
hnatar i fjarlegd minni eda jafnri C fr v og pvi er
braut v vid verkun samokaflokks g endaleg.

Gerum n0 rad fyrir g € Aut(T") og ad samoka-
flokkur g hafi pjappada lokun. P4 er braut punkts v
vid verkun samokaflokksins endanleg og pvi er til tala
C pannig ad d(v, (hgh=1)(v)) < C fyrir oll stok
h € Aut(T"). Tékum nd einhvern hnGt w i T'. Finnum
stak h € Aut(T) pannig ad h(w) = v (petta er hagt
pvi gert er rad fyrir ad Aut(T") verki gegnvirkt & V).
pa er

d(h™(v), g(h ™" (v))
d((hh™")(v), (hgh™")(v))
d(v, (hgh™")(v)) < C.

d(w, g(w))

par med er synt ad g er takmorkud sjalfmétun.

4. Notkun

| pessum hluta er @tlunin ad syna demi um hvernig
nyta ma tengslin sem Utskyrd hafa verid hér ad fram-
an. Fyrst verdur rett um tveer setningar rdssneska
steerdfreedingsins Trofimov. Sannanir Trofimovs eru
langar og tyrfnar en med pvi ad gramsa i granngrupu-
détinu er haegt ad setja saman stuttar sannanir & setn-
ingum hans. Jafnframt er heegt ad nota eina af nidur-
stoédum Trofimovs til ad sanna almenna setningu um
granngrdpur. Sidan sndum vid okkur ad fraedabalki
Astralans Willis. Nidurstédur hans ma einnig setja
fram med visan til umradana og 6rvaneta. Hér verd-
ur ekki farid i gegnum pad allt heldur adeins Gtskyrt
hvernig ma nyta pau tengsl til ad sanna nidurstodu um
mengi lotubundinna staka i algjorlega 6samanhang-
andi granngripu.

Régnvaldur G. Maéller
4.1. Setningar Trofimovs

Til ad geta Utskyrt nastu nidurstédu purfum vid fleiri
skilgreiningar. Ein algengasta uppspretta gegnvirkra
Orvaneta er grapufraedi. Skilgreininguna ma rekja aft-
ur til 1878. Latum G vera gefna grapu og S hlutmengi
i G. Cayley-6rvanet gripunnar G med tilliti til meng-
isins S, taknad med T' = Cay(G, S), er skilgreint
pannig ad hntar T séu stokin i G og (g,h) € G x G
sé or i T ef og adeins ef til er stak s € S pannig
ad h = gs. A hlidstzdan hatt ma skilgreina ostefnt
Cayley-net fyrir gripuna G pannig ad hnutarnir séu
stokin i G og ef g,h € G pasé {g,h} leggur i T ef
og adeins ef til er stak s € S pannig ad h = gs eda
g = hs. Eftirfarandi stadreyndir um Cayley-6rvanet
eru audsannadar:

(a) Cayley-6rvanet er samanhangandi ef og adeins ef
mengid S spannar grdpuna G.

(b) Cayley-6rvanet er gegnvirkt og gripan G verk-
ar edlilega & drvanetid sem grapa sjalfmdtanna. bessi
verkun grupunnar G er gefin pannigad ef g € G og x
er hnatur i T (lika stak | G) paer g(z) = gz.

EfT = (V, E) er drvanet og ~ eru jafngildisvensl
& hnatamengi T" pa skilgreinum vid kvétadrvanetio
I'/~ pannig ad hnitamengi I'/~ sé mengi jafngild-
isflokkanna og ef A og B eru tveir jafngildisflokkar
paer (4,B) oriI'/ ~ ef og adeins ef til eru hnltar
a € Aogb e BiTl pannig ad (a,b) sé 6r i I'. Ef
jafngildisvenslin ~ eru vardveitt af 6llum sjalfmét-
unum T (p.e.a.s. verkun Aut(T") & V' gefur verkun &
mengi jafngildisflokkanna) b4 verkar Aut(T") edlilega
aT'/ ~ sem grupa sjalfmoétanna. Sér i lagi gildir ad
ef T er gegnvirkt érvanet pa er I'/ ~ lika gegnvirkt
orvanet. A svipadan hatt ma skilgreina kvotanet fyrir
oOstefnd net.

Trofimov hefur fundid teemandi lysingu & 6llum
samanhangandi stadendanlegum 6rvanetum I pannig
ad takmdrkudu sjalfmotanirnar i B(T") verki gegn-
virkt & V. Setningin hljodar i sméaveegilegri umordun
svona:

Setning 23. ([17]) Latum T vera samanhangandi
stadendanlegt Ostefnt net. ba eru eftirfarandi tvo skil-
yroi jafngild:

(i) grapa allra takmarkadra sjalfmétana & T verkar
gegnvirkt 4 T';

(i) til eru jafngildivensl ~ a ' med endanlega jafn-
gildisflokka pannig ad Aut(T") vardveiti venslin og
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orvanetid I'/ ~ sé stadendanlegt ostefnt Cayley-net
grapunnar Z™ fyrir eitthvert n.

Sénnun Trofimovs er 16ng og flokin. Med grann-
mynstrid ad vopni auk tiltdlulega einfaldrar nidur-
stddu Ur granngrdpufreedum ma fa sénnun & nidur-
stddu Trofimovs sem er rétt um ein sida ad lengd (sja
[10]).

I pessu samhengi ma einnig geta um adra skilda
setningu Trofimovs par sem vaxtarhradi nets er tengd-
ur vid grapufredilega eiginleika sjalfmétana grapu
netsins. Latum I vera samanhangandi stadendanlegt
oOstefnt gegnvirkt net. Fyrir hnat v i T skilgreinum vid
B(v,n) = {w € V | d(v,w) < n}. Netid T er sagt
hafa margliduvoxt ef til eru fastar ¢; 0g c2 pannig ad
fyrir 6ll . gildi ad | B(v, n)| < ¢1n®. (Vegna pess ad
T er gegnvirkt pa skiptir valid & v ekki mali.)

Endanlega sponnud gripa G er sogd hafa
margliduvoxt ef til er endanlegt spannmengi .S pannig
ad Cayley-netid med tilliti til S hafi margliduvoxt.
(Audvelt er ad syna ad ef Cayley-net med tilliti til
eins endanlegs spannmengis Sy hefur margliduvoxt,
pa hafa 61l Cayley-net med tilliti til endanlegra spann-
mengja margliduvoxt.)

Vid segjum ad grdpa G sé nastum nallvalda ef
G inniheldur nallvalda hlutgrdpu N pannig ad meng-
i0 G/N sé endanlegt. Freeg setning eftir Wolf [24]
og Gromov [6] segir ad endanlega sponnud gripa
hafi margliduvoxt pa og pvi adeins ad hin sé nast-
um ndllvalda. Hluti Wolfs er sénnun pess ad endan-
lega spénnud naestum nallvalda grapa hafi marglidu-
vOxt en Gromov sannadi ad ef endanlega spénnud
grupa hefur margliduvoxt pa er hin nastum nall-
valda. Hluti Gromovs i setningunni er mun erfidari
og byggir sénnun Gromovs & akaflega djupum og
frumlegum hugmyndum og nytir auk pess lausnina
a fimmta verkefni Hilberts. Fimmta verkefni Hilberts
snyst einmitt um granngrdpur. Trofimov hefur Gtvikk-
ad pessa setningu.

Setning 24. ([18]) Latum T vera stadendanlegt
samanhangandi 6stefnt gegnvirkt érvanet. ba eru eft-
irfarandi tvo skilyrdi jafngild:

(i) T hefur margliduvoxt;

(i) til eru jafngildisvensl ~ & hnatamengi I" pannig ad
jafngildisflokkarnir séu endanlegir, jafngildisvensl-
in séu vardveitt af Aut(T), kyrragripur hnuata i
Aut(I'/~) séu endanlegar og Aut(I'/~) sé endan-
lega sponnud og naestum nallvalda.
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Sénnun Trofimovs er aftur mjég 16ng og flokin
og byggir & pvi ad visa til setningar Gromovs. Woess
[23] hefur fundid stutta sénnun a setningu Trofimovs
0g byggir sénnun Woess & ad visa til utvikkunar fyrir
granngrdpur a setningu Gromovs i stad pess ad visa
til sjalfrar setningar Gromovs.

Hér hafa granngrdpufraedin verid nytt til ad fa ein-
faldari sannanir & setningum um net og umradana-
grapur, en pad ma lika snla deminu vid og
nyta grupuverkanir og umradanagrannmynstrid til ad
sanna setningar um granngrapur.

Setning 25. ([12]) Latum G vera algjorlega 6saman-
hangandi stadpjappada granngripu. Gerum auk pess
rad fyrir ad til sé pjappad hlutmengi i G sem spann-
ar gripuna G. Taknum med N hlutgripu allra peirra
staka i G sem hafa samokaflokk sem hefur pjappada
lokun. ba er N lokud hlutgripai G.

Vandinn er ad syna ad N sé lokud hlutgrdpa. Til
eru demi um algjérlega 6samanhangandi stadpjapp-
adar granngrupur G pannig ad N sé ekki lokud hlut-
grapa, en pessar grapur hafa ekki pjappad hlutmengi
sem spannar per. Lykillinn ad sénnun Setningar 25 er
ad syna ad skilyrdio ad G hafi pjappad spannmengi sé
jafngilt pvi ad til sé samanhangandi stadendanlegt net
T pannig ad G verki sem gegnvirk gripa sjalfmdtana
a T" og allar kyrragrapur hnGta séu badi pjappadar og
opnar. begar petta er komio pa er hagt ad visa beint
i pé afleidingu Setningar 23 ad pegar I' er saman-
hangandi stadendanlegt gegnvirkt net pa er hlutgripan
B(T) i Aut(T") lokud (sja [19] og [23, Theorem 3]).

4.2. Fraedabalkur Willis

Flokkur algjorlega ésamanhangandi stadpjappadra
granngrapnaer viofedmur. Til deemis inniheldur hann
allar grapur ef vid notumst vid strjala grannmynstr-
id. Onnur daemi eru fylkjagrapur yfir p-legar tolur
og fylkjagrapur yfir redar télur med edlilegu grann-
mynstri. Samkvaemt pvi sem kemur fram hér ad
framan beetast vid sjalfmotanagripur stadendanlegra
samanhangandi Orvaneta pegar notad er umradana-
grannmynstrid. Lengi vel var svo ad ,.eina“ almenna
setningin um algjorlega ésamanhangandi stadpjapp-
adar granngrupur var setning Dantzig fra 1936 [4], par
sem synt er ad slik grapa inniheldur alltaf hlutgrapu
sem er badi opin og pjoppud. Vid lok sidustu aldar
vard ad endingu breyting par & pegar George Willis



12

[20] (sja einnig [22]) birti almennar nidurstddur um
pennan flokk gripna. Willis og samstarfsfolk hans
hefur nytt pessar nidurstddur til ad svara nokkrum
gébmlum spurningum um granngrdpur. I [11] er synt
hvernig allar helstu nidurstddur freedabalks Willis mé
leida Ut og tllka med pvi ad nota drvanet og gripu-
verkanir. Hér er ekki @tlunin ad Utskyra freedi Willis,
pess i stad verdur synt hvernig hagt er ad nota Utlegg-
inguna ar [11] til ad fa stutta sénnun & einni af nid-
urstédum Willis sem tengist fyrri athugunum okkar &
hvad ,,pjappad* pydir i umradanagrannmynstrinu.
Eins og &dur var sagt pa kallast stak g i grann-
grupu lotubundid ef rasada grapan (g) hefur pjappad
lokun. begar horft er & Fylgisetningu 20 hér ad fram-
an er edlilegt ad hugsa pessi stok sem einhverskonar
~snininga“. A hinn boginn ma lita & pau stok sem eru
ekki lotubundin, og hafa pvi allar brautir 6endanlegar,
sem ,hlidranir®. Hversu vel er hagt ad nélga hlior-
un med snliningi? Hugsum um R?2 og leggjum venju-
legan skilning i ,,snining* og ,,hlidrun. Skilgreinum
nG G sem grdpuna sem er spdnnud af hlidrunum og
snuningunum. Heegt ad nalga hlidrun med snining-
um hversu vel sem madur vill & pjoppudu hlutmengi i
R2. betta ma orda pannig ad mengi sniininga sé pétt i
G begar notad er pjappad-opid grannmynstrid. pessu
er 6fugt farid pegar vid erum ad glima vio algjorlega
6samanhangandi stadpjappadar granngrapur.

Setning 26. ([21, Theorem 2]) Latum G vera al-
gjorlega 6samanhangandi stadpjappada granngripu.
Taknum med P(G) mengi allra lotubundinna staka i
G. Paer P(G) lokad hlutmengi i G.

Byrjum & ad skilgreina hugtakio hadrvagegn-
virkt érvanet. Vio hofum érvanet T’ og skodum run-
ur 6likra hnita wvg,v1,...,v, pannig ad fyrir i =
0,1,...,n—1er (v;,v;11) Or i I'. Slika runur nefnum
vid Orvaveg af lengd n. Fyrir fasta télu n pa verk-
ar Aut(T") & mengi o6rvavega af lengd n. Ef pessi
verkun er gegnvirk fyrir allar télur n pa segjum vid
ad Orvanetid T'" sé hadrvagegnvirkt. Deemi um slikt
Orvanet er tré par sem allir hndtar hafa innstig 1
0g Utstig 2. bessi tegund orvaneta var fyrst rannsok-
ud i [3]. Medal annars er synt par ad i 6endanlegu
samanhangandi hadrvagegnvirku érvaneti par sem all-
ir hnatar hafa endanlegt Utstig eru engir drvahringir
(ekki mogulegt ad finna hndta vg, vy, . .., v, pannig
ad vg = vy, hndtarnir vg,v1,...,v,_1 Séu Olikir og

Régnvaldur G. Maéller

(vi,vipr) erori fyriri = 0,1,...
Proposition 3.10].

I [11, Sections 2, 3 og 4] er synt ad ef vid byrj-
um med algjorlega 6samanhangandi granngripu G pa
getum vid buid til hadrvagegnvirkt 6rvanet sem hun
verkar & sem grapa sjalfmotana. Latum x vera stak i
G og U vera pjappada og opna hlutgripu i G (slik
hlutgrapa er alltaf til samkvemt setningu Dantzig
sem vitnad var til hér ad ofan). Setjum V = G/U.
Latum v, takna eitthvert stak i V.. Setjum vy = x(wvo).
Skilgreinum svo mengid E sem braut radtvenndarinn-
ar (vg,v1) undir verkun G & V. Hofum pa Orvanet
T = (V, E). Brautir grapu & radtvenndir eru oft kall-
adar brautlingar og 6rvanet sem er buid til & sama
hatt og I" hér ad ofan eru kollud brautlingadrvanet.
Greinilegt er ad G verkar gegnvirkt & drvanetid I' sem
grupa sjalfmétana. Tokum einnig eftir ad mengi sem
er opid i G i umradanagrannmynstrinu er lika opid i G
i upphaflega grannmynstrinu, pvi kyrragripur punkta
i V eruopnar i G. 1 [11] er synt ad velja ma U pannig
ad orvanetid ' sé haorvagegnvirkt. Ef x er ekki lotu-
bundid pa er braut vy vid verkun x er 6endanleg. betta
sidasta atrioi tryggir ad mengi peirra hnta sem haegt
er ad komast til med vegi fra vo sé 6endanlegt. Ef vid
skodum bara mengi peirra hnita sem haegt er ad kom-
ast til fra v eftir (6stefndum) vegi 4samt peim 6rvum
i T sem liggja a milli tveggja hndta i pessu mengi pa
erum vio med 6endanlegt hadrvagegnvirkt drvanet og
stig allra hndtanna eru endanleg.

Gerum n0 rad fyrir ad z sé i lokun P(G) og z sé
ekki lotubundid. NU er G, opin grennd um z svo
Gy, inniheldur eitthvert stak g Ur P(G). Samkveemt
Fylgisetningu 20 pa hefur g bara endanlegar brautir &
V.. Athugum nu braut vo. Setjum nt v; = g(vo). Par
sem braut vy undir g er endanleg og vy # vo pé er til
talan > 2 pannig ad v, = vg. Enpaervg,vy,...,vn
Orvahringur sem er i moétségn vid nidurstéouna sem
getid var um ar [3].

P& er fengin motsogn og vid alyktum ad pad sé
6émogulegt ad lokun P(G) innihaldi stak sem er ekki
lotubundid.

Pessa sonnun &samt frekari nidurstddum um
hadrvagegnvirk drvanet og hagnytingar peirra i grann-
grupufreedum ma finna i [8].

,n— 1), sja [3,



Umradanagrupur, granngrdpur og net

pakkir: Hofundur hefur notid styrkja fra Rannis vid peer
rannsoknir sem lyst er hér.

Summary: Itisshown how one can use a group action of a
group G on a set €2 to define a topology on the group making
it into a topological group. The topological properties of the
topological group G are linked to properties of the action
of G on . Several applications of these connections are
described.
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