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Ágrip – Á umraðanagrúpu sem verkar á mengi
�

má skilgreina grannmynstur. Eiginleikar grannmynsturs-
ins endurspeglast í eiginleikum grúpuverkunarinnar og öfugt. Rætt er um þessi tengsl og sýnd dæmi um það
hvernig má nýta tengslin til að sanna setningar um grúpuverkanir og um granngrúpur.

1. Inngangur

Efni þessa pistils er tengsl umraðanagrúpna við
granngrúpur. Oft er reynt að skipta stærðfræði upp
í ólíka hluta og setja þá upp sem andstæður: hag-
nýt stærðfræði og hrein stærðfræði, stærðfræðigrein-
ing og algebra, og hátimbraðir fræðilegir loftkastalar
og jarðbundin sértæk dæmi. Ein slík skipting er strjál
stærðfræði á móti samfelldri stærðfræði. Algebra,
fléttufræði og netafræði falla undir strjálu stærð-
fræðina og stærðfræðigreining, rúmfræði og grann-
fræði falla undir samfelldu stærðfræðina. En það er
svo skemmtilegt við stærðfræði að jafnvel ólíkustu
undirgreinar hennar geta átt það til að fléttast sam-
an og oft fást fallegustu og dýpstu niðurstöðurnar
þannig. Umraðanagrúpufræðin heyra undir algebru
en einnig hafa þau mikil tengsl við fléttufræði og
netafræði og þegar fjallað er um óendanlegar um-
raðanagrúpur þá eru tengslin við rökfræði djúpstæð.
Umraðanagrúpufræðin flokkast því sem strjál stærð-
fræði. En á sérhverja umraðanagrúpu má skilgreina
grannmynstur og þannig fæst brú yfir gjána sem
aðskilur strjála og samfellda stærðfræði. Yfir þessa
brú er hægt að flytja hugtök, aðferðir og niðurstöð-
ur úr grannfræði og stærðfræðigreiningu og nýta til
að sanna setningar um umraðanagrúpur, en það er
líka hægt að fara með verkfærakassann úr umraðana-
grúpufræðunum yfir brúna og nýta dót úr honum við
athuganir á granngrúpum.

Í þessum pistli verða fyrst kynntar til leiks að-
alpersónurnar: umraðanagrúpur, granngrúpur og net.
Nauðsyn er að nota fjölmörg hugtök úr grannfræði.
Flest eru skilgreind stuttlega í textanum þegar þeirra

er þörf en meiri fróðleik má finna í [13]. Í grein 2.2
er sýnt hvernig hægt er að skilgreina grannmynstur á
umraðanagrúpu. Nánar má lesa um þetta grannmynst-
ur í [2], [15], [16], [19] og [23], en skilgreiningin er
mun eldri (fyrstu vísanir sem ég veit um eru [9] og
[7]). Sérstaklega er gaman af [16] þar sem sönnuð
er setning um umraðanagrúpur en í sönnuninni koma
fyrir heildi og lokahnykkurinn er að vísa til niður-
stöðu um rúmfræði í Hilbert-rúmum. Í næsta hluta
er fjallað um tengsl grannmynstursins og grannfræði-
legra eiginleika við eiginleika grúpunnar sem um-
raðanagrúpu. Einkum er skoðað hvernig grannfræði-
lega hugtakið „þjappað“ tengist verkun grúpunnar.
Þar á eftir er lýst nokkrum niðurstöðum þar sem þessi
tengsl eru nýtt. Í þessum hluta er frásögnin hraðari
og ekki sýndar sannanir heldur eingöngu leitast við
að lýsa niðurstöðunum og gefa hugmynd um á hverju
sönnun byggist.

2. Grunnhugtök
2.1. Grúpuverkanir

Skilgreining 1. Verkun grúpu � á mengi � er vörp-
un ��������� , ritað 	�

���������
�	���� , sem uppfyllir
eftirfarandi tvö skilyrði:
(i) ef 
�������� og ����� þá er 	�
��
��	 ���"!#
�	 �$	����%� ;
(ii) ef & táknar einingarstakið í � þá er &'	����(!)� fyrir
öll �*�+� .

Af þessu leiðir að vörpunin �,�-�/.0�1��2
�	���� er
gagntæk ef 
 er stak í grúpu � sem verkar á mengið � .
Einnig sjáum við að margföldun í grúpunni samsvarar
samskeytingu varpana.
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Grúpuverkanir eru aðferð stærðfræðinnar til að
lýsa samhverfum. Þannig fléttast grúpufræðin inn í
aðrar greinar stærðfræði og er einnig gagnleg í mörg-
um raunvísinda- og tæknigreinum. Upphaflega varð
grúpufræði til vegna athugana á grúpuverkunum í
sambandi við rætur margliða og kristallaðist í verk-
um Galois. Síðar þróaðist grúpuhugtakið sjálft óháð
tiltekinni grúpuverkun og grúpufræðin er löngu orðin
ein af höfuðgreinum algebrunnar.

Skilgreining 2. Látum � vera mengi. Mengi allra
gagntækra varpana � � � er táknað með

����� 	 � � .
Með samskeytingu varpana verður

����� 	 � � á eðlileg-
an hátt að grúpu sem við köllum samhverfugrúpu � .

Ef grúpa � verkar á mengi � og um öll stök

�� � , nema einingarstakið & , gildir að til er punktur
� � � þannig að 
�	������!2� þá er sagt að verkun-
in sé trúföst. (Það er að segja, verkunin er trúföst ef
einingarstakið er eina stakið í � sem gerir nákvæm-
lega ekkert við � .) Verkun � á mengi � skilgreinir á
eðlilegan hátt grúpumótun frá � til

����� 	 � � þannig
að 
 � � varpast yfir í umröðunina á � sem sam-
svarar verkun 
 á � . Þegar verkunin er trúföst, þá er
þessi mótun eintæk og líta má á � sem hlutgrúpu í����� 	 � � .

Skilgreining 3. Hlutgrúpa í
����� 	 � � kallast um-

raðanagrúpa á � .

Skilgreining 4. Látum � vera grúpu sem verkar á
mengi � .
(a) Braut punkts � � � við verkun staks 
#� � er
skilgreind sem mengið 	 
�
%	 ���
���(����� .
(b) Braut punkts � � � við verkun grúpunnar � er
skilgreind sem mengið 	 
�	����
� 
 �+��� .

Brautir grúpunnar � gefa okkur skiptingu á � í
sundurlæg mengi. Þegar grúpuverkanir eru athugaðar
er oft hægt að skoða sérstaklega hvað grúpan gerir á
hverri braut fyrir sig og þannig er hægt að einblína á
það tilvik þegar grúpan hefur bara eina braut.

Skilgreining 5. Grúpa � sem verkar á mengi � er
sögð gegnvirk ef fyrir sérhverja tvo punkta �(���)���
er til stak 
 ��� þannig að 
�	 ��� !�� , þ.e.a.s. ef hún
hefur bara eina braut.

Það að grúpuverkun sé gegnvirk segir einmitt að
frá sjónarhóli grúpunnar líti allir punktar í � eins út.

Þegar verið er að fást við samhverfur stærðfræðilegra
kerfa þá fæst gegnvirk grúpuverkun ef allir punktarnir
í kerfinu eru „eins“, en það er oft eðlilegt skilyrði.

Skilgreining 6. Látum grúpu � verka á mengi � .
Fyrir stak � � � skilgreinum við kyrragrúpu � sem
grúpuna

��� !�	 
 ����� 
�	���� !)�����
Fyrir � �#� skilgreinum við

��!#"%$ !&	 
 � ��� 
�	���� ! � fyrir öll ���'�(���
Setning 7. Látum grúpu � verka á mengi � . Fyrir
stak 
 �+� og punkt ����� gildir að


'����
*),+ !)�.-/! � $0�
Sönnun: Gerum ráð fyrir að ��� �1� og 
 ��� . Þá er

	 
 ��
 )2+ � 	 
�	����%� ! 	 
 �
��	����(!,
�	 � 	 ���0�(! 
�	����

Því er 
�� 
 )2+ � �.-/! � $ og þar með 
'�3��
 )2+ �#�.-/! � $ .
Öfugt gildir að ef � � �4-/! � $ þá er �*5 ! 
 ),+ ��
 �
�.-/6�70!8-/! � $9$(! ��� . Því er � !)
 �*5 
 )2+ ��
����'
 )2+ . Þá
er fengið að �4-/! � $:� 
'� � 
 ),+ .

Ef ; er hlutgrúpa í � þá verkar � á �3<=; (mengi
vinstri hjámengja ; í � ) þannig að 
�	?>*; �"! 	�
�>��@; .
Með þessari aðferð er hægt að búa til grúpuverkan-
ir að vild. Raunar má lýsa öllum gegnvirkum grúpu-
verkunum á þennan hátt. Hugsum okkur að grúpa �
verki gegnvirkt á mengi � . Á eðlilegan hátt má sam-
sama � við �3< �3� þannig að punktur � �1� sé sam-
samaður við hjámengið 
��3� þar sem 
 er eitthvert
stak í � þannig að 
�	����"!A� . Einfalt er að sjá að val-
ið á stakinu 
 skipti ekki máli: ef � er eitthvert annað
stak í � þannig að �$	����(!A� þá er 	 � ),+ 
 ��	����(! � og
því er � )2+ 
 �+� � og þar með er � � � ! 
�� � . Höfum
því fengið vel skilgreinda vörpun BDC � � �3< � � .
Auðveldlega sést að B 	�
�	 ���0�/! 
�	EB 	����%� og því má
segja að verkun � á � sé „eins og“ verkun � á �3< � � .
Það sem tapast þegar við skiptum � út og skoðum
�3< ��� í staðinn er að við gætum haft eitthvert stærð-
fræðimynstur skilgreint á � og haft áhuga á að skoða
samspilið á milli mynstursins á � , eiginleika grúp-
unnar � og verkunar hennar á � en slíkt sést ekki
þegar horft á �3< ��� .
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2.2. Granngrúpur

Skilgreining 8. Granngrúpa er grúpa � ásamt
grannmynstri á � þannig að margföldun í grúpunni
sé samfelld vörpun

� � � � � . 	 
����
� �� 
 �
og það að taka andhverfu í � sé samfelld vörpun

� � � .%
 �� 
 )2+ �
Sem dæmi um granngrúpur má taka mengi raun-

talna ásamt samlagningu, jákvæðar rauntölur ásamt
margföldun og andhverfanleg � ��� -fylki ásamt marg-
földun. Í öllum tilvikum er grannmynstrið það venju-
lega.

Verkefni okkar núna er að nota verkun � á mengi
� til að skilgreina grannmynstur á � þannig að �
verði granngrúpa.

Safn � af hlutmengjum úr � er sagt vera grunnur
fyrir grannmynstur á � ef
(i) fyrir sérhvert stak 
 í � er til stak � í � sem inni-
heldur 
 , og
(ii) ef stak 
 í � er innihaldið í sniðmengi tveggja
staka � + og ��� úr � þá er til stak ��� í � þannig að

 �����4��� +

	 ��� .
Út frá slíku safni má skilgreina grannmynstur þannig
að 
 � � sé opið ef og aðeins ef um sérhvert
stak ����
 gildir að til er stak ���
� þannig að
�1��� ��
 . Hlutgrunnur fyrir grannmynstur er safn
hlutmengja � þannig að sammengi stakanna í � sé allt
� . Safn allra sniðmengja endanlega margra mengja úr
� er grunnur fyrir grannmynstur á � .

Til að skilgreina grannmynstur á grúpu og gera
hana að granngrúpu er nóg að tiltaka grenndagrunn
fyrir einingarstakið í grúpunni. (Grenndagrunnur fyr-
ir stak 
 � � er safn hlutmengja í � þannig
að öll innihaldi þau 
 og ef við tökum sniðmengi
tveggja mengja í grenndagrunninum þá inniheldur
þetta sniðmengi eitthvert hlutmengi úr safninu.) Ef ���
er grenndagrunnur fyrir einingarstakið þá er mengið
	 
�� ��� ����� � grenndagrunnur fyrir stakið 
 �#�
og sammengi allra þessara grenndagrunna fyrir stök
� er grunnur fyrir grannmynstur á � .

Skilgreining 9. Látum � vera grúpu sem verkar
á mengi � . Skilgreinum umraðanagrannmynstrið
(m.t.t. verkunar � á � ) á � með því að taka fjölskyld-
una

� !&	 ��! "*$�� � endanlegt hlutmengi í � �

sem grenndagrunn fyrir einingarstakið.

Fyrir stak �1��� og endanlegt hlutmengi � � �
skilgreinum við

� 	 � � � �(!&	 
 ��� � 
�	 ���"! �$	���� fyrir öll ���'�(���
Safn allra slíkra hlutmengja í � þegar � hleypur yfir
öll endanleg hlutmengi í � og � yfir öll stök í � er
grunnur fyrir grannmynstur á � . Hlutmengi 
 í � er
opið ef um sérhvert stak 
 ��
 gildir að til er mengi
� 	 � � � � sem inniheldur 
 og er innihaldið í 
 . Takið
eftir að � 	E� ���
� ! � ��!#"%$ og því er þetta bara önnur
lýsing á umraðanagrannmynstrinu í Skilgreiningu 9.

Nú er auðvelt að sýna (höfundur hefur notað það
sem æfingu í námskeiði um grannfræði) að margföld-
un í grúpunni og það að taka andhverfu staks eru sam-
felldar aðgerðir og því er � með þessu grannmynstri
granngrúpa.

Þegar mengið � er teljanlegt og grúpan � er trú-
föst er hægt að skilgreina firð á � sem gefur sama
grannmynstur og hér að ofan. Við fáum okkur upp-
talningu á stökunum í � og ritum � ! 	�� + ��� � � � � � � .
Síðan skilgreinum við fjarlægðina á milli tveggja
staka 
 og � í � sem
� 	�

� � � !����� 	 � ) 
 � 
�	!� 
 � �!)�$	"� 
 � eða 
 )2+ 	!� 
 � �! � )2+ 	"� 
 � ���

Ef þessi firð er notuð á
����� 	 � � fæst fullkomið firð-

rúm.

Hægt er að lýsa þessu grannmynstri með aðferð-
um sem eru oft notaðar til að setja fram grannmynstur
á mengjum varpana. Hugsum okkur að � hafi strjála
grannmynstrið (öll hlutmengi eru opin) og hugsum
� sem mengi af (samfelldum) vörpunum � � � .
Hlutmengi í � er þjappað þá og því aðeins að það sé
endanlegt. Þjappað-opið grannmynstrið á � er skil-
greint með því að taka sem hlutgrunn fyrir grann-
mynstrið öll mengi á forminu

# 	 � �%$ � !&	 
 � � � 
�	 � �:�&$ � �
þar sem � er þjappað (þ.e.a.s. endanlegt) hlutmengi
í � og $ er opið (þ.e.a.s. eitthvert) hlutmengi í � .
Einfalt er að sjá að þetta er sama grannmynstur og
skilgreint var hér að ofan.

Annar eiginleiki sem mætti nota til að skilgreina
umraðanagrannmynstrið er að runa 	 
 
 � 
!')( er sam-
leitin í umraðanagrannmynstrinu ef og aðeins ef fyrir
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sérhvern punkt � � � gildir að til er tala ��� þannig
að um öll � � ��� ��� gildi að 
 
 	����1!-
�� 	 ��� . Þetta
má líka orða þannig að runan 	 
 
 � 
 ')( sé samleitin í
umraðanagrannmynstrinu á � ef og aðeins ef runan
	 
 
 	 ���0� 
 ')( sé samleitin í strjála grannmynstrinu á �
fyrir sérhvern punkt �#��� . Það að runa sé samleitin
í strjála grannmynstrinu þýðir að runan stoppar og er
fasti frá einhverjum punkti.

2.3. Net og sjálfmótanir þeirra

Skilgreining 10. Net (óstefnt net) er tvennd 		�(��
 �
þar sem � er mengi og 
 er mengi tveggja staka hlut-
mengja úr � . Stökin í � eru kallaðir hnútar og stak
	
� ���4�)��
 kallast leggur í netinu. Við segjum að
hnútar � og � séu grannar ef 	
� ���4� er leggur.

Örvanet � ! 	�� ��
 � er tvennd þar sem � er
mengi og 
 er hlutmengi í 
D��� ��� . Stökin í �
kallast hnútar og stökin í 
 kallast örvar. Við segjum
að � og � séu grannar ef 	��
��� � eða 	�� ����� er ör í � .

Ef um alla hnúta � ��� gildir að 	�� ���'�(���
 þá
segjum við að örvanetið sé einfalt.

Fyrir einfalt örvanet � má skilgreina samsvarandi
óstefnt net þannig að óstefnda netið hafi sömu hnúta
og örvanetið, og 	��
����� sé leggur í óstefnda netinu ef
og aðeins ef 	�� ��� � sé ör í örvanetinu.

Athugasemd: Gera má sér mynd af neti með því að
hugsa hnútana sem punkta og legg 	��
���4� sem strik á
milli � og � . Ef netið er stefnt þá má hugsa ör 	��
��� �
sem ör sem stefnir frá � til � .

Skilgreiningarnar hér á eftir miðast við örvanet en
með smávægilegum umorðunum má fá skilgreiningar
á samsvarandi hugtökum fyrir óstefnd net.

Útstig hnútar � í örvaneti � er fjöldi allra hnúta �
þannig að 	�� ��� � sé ör í � og innstig hnútarins er fjöldi
allra hnúta � þannig að 	�� ����� sé ör í � . Skilgreinum
stig � sem fjölda granna � . Ef stig allra hnúta í örva-
neti � er endanlegt segjum við að örvanetið sé stað-
endanlegt.

Örvanet er sagt vera samanhangandi ef hægt
er að ferðast á milli sérhverra tveggja hnúta með
því að fara eftir örvunum (ekki nauðsynlega í rétta
stefnu), þ.e.a.s. örvanet er samanhangandi ef fyrir
sérhverja tvo hnúta � og � er til runa af hnútum
� !���� ��� + � � � � ����� !�� þannig að fyrir öll � ! �"! � � � ����#�$�! sé 	�� 
 ��� 
&% + � eða 	�� 
&% + ��� 
 � ör í örv-

anetinu. Slík runa er kölluð (óstefndur) vegur og er
sagt að lengd hans sé # .

Fyrir hnúta � og � í samanhangandi örvaneti skil-
greinum við

� 	��
��� � sem minnstu mögulegu lengd á
vegi sem byrjar í � og endar í � . Auðvelt er að sýna
að

�
er firð á � .

Skilgreining 11. Látum � ! 	�� ��
 � vera örvanet.
Gagntæk vörpun 
 C'� �(� kallast sjálfmótun á �
þegar um alla hnúta �
��� í � gildir að 	�� ��� � �)
 ef og
aðeins ef 	�
�	��'��� 
�	�� �0� �*
 . Grúpa � verkar á � sem
grúpa sjálfmótana ef � verkar á � og sérhvert stak
í � verkar sem sjálfmótun á � . Grúpa allra sjálfmót-
ana örvanetsins � kallast sjálfmótana grúpa � , táknuð+-,/. 	��$� .

Athugið að þegar grúpa � verkar á mengi � þá
verkar hún líka á eðlilegan hátt á mengið � �0�
þannig að 
�	��
��� � ! 	�
�	��'��� 
�	�� �0� . Grúpa � sem
verkar á mengi � er grúpa sjálfmótana örvanets �*!
	�� ��
 � ef 
 sem er hlutmengi í � �1� er óbreytt und-
ir öllum stökum grúpunnar � , þ.e.a.s. ef 
�	�
 � !2

fyrir öll stök 
�� � . Af þessu sést auðveldlega að
samskeyting tveggja sjálfmótana er aftur sjálfmótun.

Skilgreining 12. Ef
+-,/. 		�$� er gegnvirk á � þá segj-

um við að örvanetið � sé gegnvirkt.

Í gegnvirku örvaneti líta allir hnútarnir í örvanet-
inu „eins“ út, t.d. hafa sérhverjir tveir hnútar í �
sama útstig og sama innstig. Sjáum líka að sé 
 sjálf-
mótun samanhangandi örvanets � þá er

� 	��
��� � !� 	 
�	���� �%
�	�� �%� fyrir alla hnúta � og � í � .

Dæmi. Á myndinni hér fyrir neðan er örvanet � + til
vinstri og samsvarandi óstefnt net � � til hægri.

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33333333333333333333333 3333333333333333333333 3333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
33333333333333333333
333 3 33 3 33 33 3 33 3 33 3 33 3 33 3
3333333333333333333333
333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333

3
3 33 33 3 33 3 33 3 33 3 33 3 33 3
3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3333333333333333333333
333333333333333333333
33333333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
333333333333333333333
33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333334 4 4 4

4 4 4 4

5 6 5 6

7 8 7 8

Látum 9 tákna umröðun á hnútum � þannig að
9�	�! �)! � �:9�	 � �)!(; �<9
		; �)!>= og 9�	�='�)!?! .
Þessi umröðun er greinilega sjálfmótun � + og má
sjá hana fyrir sér sem snúning um fjórðung úr hring
um miðpunkt ferningsins. Auðvellt er að sjá að sér-
hver sjálfmótun � + fæst með slíkum snúningi. Því er
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+-,/. 	�� + �(! 	 & ��9
��9 � ��9 � � , þ.e.a.s. sjálfmótana grúpan
er rásuð með fjögur stök.

Umröðun samsvarandi 9 hér að ofan er einnig
sjálfmótun � � , en því til viðbótar fáum við „spegl-
anir“. Til dæmis er umröðun � sem festir hnúta
1 og 3 og víxlar á 2 of 4 sjálfmótun nets-
ins � � . Sjálfmótanagrúpan

+ ,/. 	�� � � hefur 8 stök
& ��9 ��9 � ��9 � ��� ��� 9
��� 9 � ��� 9 � og er oft nefnd tvíflötungs-
grúpan með átta stök.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����������������������� ���������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����������������������� ���������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����������������������� ���������������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����������������������� ����������������������

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � �
��� � � 	 


��� � � 	 

� � � � �

���
� �
�
�

���
� �
�
�

Efst á myndinni hér að ofan sést hluti af óendan-
legu örvaneti. Ljóst er að einu sjálfmótanir netsins fel-
ast í hliðrunum. Sjálfmótanagrúpan er óendanleg rás-
uð grúpa og er einsmóta samlagningar grúpu heillra
talna. Samsvarandi óstefnt net hefur fleiri sjálfmót-
anir því til viðbótar við hliðranirnar koma speglanir,
til dæmis � sem er skilgreind þannig að � 	�# ��! $ # .
Látum 9 tákna hliðrun til hægri um eitt skref þannig
að 9�	�# �(! #�� ! . Sjálfmótanagrúpna er spönnuð af 9
og � og er oft nefnd óendanlega tvíflötungsgrúpan.

3. Samspil grannmynsturs og
grúpuverkunar

Rifjum upp enn eina skilgreiningu úr grannfræði.
Grannmynstur á � er sagt vera Hausdorff ef um sér-
hver tvö ólík stök 

� � � � gildir að til eru tvö sund-
urlæg opin mengi þannig að annað mengið innihaldi

 og hitt innihaldi � .

Setning 13. Látum � vera grúpu sem verkar á mengi
� . Þá er verkunin trúföst ef og aðeins ef umraðana-
grannmynstrið á � er Hausdorff.

Sönnun: Gerum ráð fyrir að verkunin sé trúföst. Ef

 og � eru ólík stök í grúpunni þá er til punktur �
í � þannig að 
�	 ��� �! � 	 ��� . Sjáum að � 	 	 ��� �%
��
og � 	@	 ��� � � � eru sundurlæg opin mengi og það fyrra
inniheldur 
 og það seinna inniheldur � .

Gerum nú ráð fyrir að grannmynstrið á � sé
Hausdorff. Látum 
 �! & vera stak í � . Þá er til op-
ið mengi í grannmynstrinu sem inniheldur 
 en ekki
& . Það má augljóslega gera ráð fyrir að þetta mengi

sé á forminu � 	 � �%
�� þar sem � er endanlegt hlut-
mengi í � . Þar sem &��� � 	E� � 
 � þá getur 
 ekki fest
alla punktana í � . (Sagt er að stak 
 ��� festi punkt
�*�+� ef 
�	 ���(!)� .) Því er verkun � trúföst.

Athugið að umraðanagrannmynstrið greinir ekki
á milli staka sem eru í kjarna verkunar � á � og
þannig má sjá beint að ef verkunin er ekki trúföst þá
er grannmynstrið ekki Hausdorff. Síðan sést að um-
raðanagrannmynstrið er strjált ef mengið � er endan-
legt og verkunin er trúföst.

Kyrragrúpur punkta í � eru opnar í � samkvæmt
skilgreiningunni á grannmynstrinu. Það er alþekkt
staðreynd um granngrúpur að opin hlutgrúpa er líka
lokuð. Það sést af því að fyllimengi hlutgrúpunnar má
rita sem sammengi hjámengja hennar, hjámenginu eru
opin (hlutgrúpan sjálf er opin), því er fyllimengið op-
ið og þar með er hlutgrúpan sjálf lokuð.

Grannrúm er sagt samanhangandi ef einu hlut-
mengin sem eru bæði opin og lokuð eru tóma mengið
og allt rúmið. Samhengisþættir grannrúms eru skil-
greindir þannig að þeir séu óstækkanleg samanhang-
andi hlutmengi. Tveir punktar > og � eru greinilega
í ólíkum samhengisþáttum ef til er mengi sem er
bæði opið og lokað og inniheldur annan punktinn en
ekki hinn. Grannrúm er sagt algjörlega ósamanhang-
andi ef einu samanhangandi hlutmengin eru eins staks
mengi og samhengisþættirnir því eins staks mengi.
Dæmi um algjörlega ósamanhangandi grannrúm er �
sem hlutrúm í � og � -legu tölurnar ��� .

Setning 14. Gerum ráð fyrir að � sé grúpa sem verk-
ar trúfast á mengi � . Þá er � með umraðanagrann-
mynstrinu algjörlega ósamanhangandi.

Sönnun: Tökum tvö ólík stök 
 og � úr � . Þar sem
verkun � á � er trúföst þá er til punktur � í � þannig
að 
�	���� �!-� 	 ��� . Því er 
 innihaldið í opna meng-
inu � 	 	 � � � 
 � en � er ekki í þessu mengi. Athugið að
fyllimengi � 	 	 � � � 
 � er mengið

� 	 � 	@	 ��� ��� ������	 ��� �!#
�	 ���0���
Fyllimengi � 	 	 ��� �%
�� er því líka opið (sammengi
af opnum mengjum). Sýnt hefur verið að mengið
� 	 	 � � � 
 � er bæði opið og lokað, inniheldur 
 en ekki
� og þar með er fengið að 
 og � eru ekki í sama sam-
hengisþætti � . Af þessu sést að samhangisþættir �
innihalda bara eitt stak hver og því er � algjörlega
ósamanhangandi.
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Við segjum að umraðanagrúpa � sem verkar
á mengi � sé lokuð ef hún er lokuð hlutgrúpa í����� 	 � � þar sem

����� 	 � � hefur umraðanagrann-
mynstrið. Þegar reynt er að beita granngrúpufræðum
á umraðanagrúpur þá er oft nauðsynlegt að gera ráð
fyrir að grúpan sem fengist er við sé lokuð umraðana-
grúpa. Þetta rýrir ekki notagildi granngrúpufræða svo
mjög því skilyrðið að umraðanagrúpa sé lokuð hefur
eðlilega túlkun og einnig getur það gerst að þeir eigin-
leikar sem við höfum áhuga á breytist ekki þó að við
athugum lokun � í

����� 	 � � í stað � .
Fyrsta stigs kerfi � á � samanstendur af föllum�

 C � ��� � � , þar sem �+��� og # 
 er náttúrlega

tala, venslum � � þar sem � � �-���
	 fyrir
� ���

og 
 � er náttúrleg tala, og föstum ��� � � fyrir
� ��� . (Mengin � ��� og � eru einhver heppileg
vísamengi). Venja er að rita �-� 	!� + � � � � � � �
	 � í stað
	!� + � � � � ��� �
	 ����� � . Dæmi um fyrsta stigs kerfi eru
t.d. grúpur (tvö föll, margföldun og andhverfa, og
einn fasti, hlutleysan) og örvanet (ein tvístæð vensl).
Umröðun 
 á � er sjálfmótun kerfisins � ef og
aðeins ef
(i) fyrir öll � ��� og alla punkta 	"� + � � � � � � � � �#�
� ��� gildir að

�

 	 
�	"� + ��� � � ��� 
�	"� � � �%� !


�	 � 
 	"� + � � � ��� � � � �%� ;
(ii) fyrir öll

� � � og alla punkta
	!� + � � � � ��� � 	 � �����
	 gildir � � 	!� + � � � � ��� � 	 � ef
og aðeins ef � � 	�
�	!� + � � � � � � 
�	"� � 	 �0� ;
(iii) fyrir öll � ��� gildir að 
�	���� �(!���� .
Sjálfmótanagrúpa fyrsta stigs kerfis � er táknuð+-,/. 	�� � . Um fyrsta stigs kerfi er fjallað í þeirri
grein rökfræði sem kallast líkanafræði (e. model
theory). Í þeim fræðum er líka gagnlegt að skoða
umraðanagrúpur sem granngrúpur en þær pælingar
tengjast lítt venjulegum granngrúpufræðum.

Setning 15. (Sjá [1, Section 1.3 og Section 2.4])
Umraðanagrúpa � á mengi � er lokuð ef og aðeins
ef � ! +-,/. 	�� � fyrir eitthvert fyrsta stigs kerfi � á
� .

Í Fylgisetningu 17 hér á eftir verður farið í gegn-
um sönnun á því að sjálfmótanagrúpa örvanets sé lok-
uð umraðanagrúpa.

Setning 16. Gerum ráð fyrir að umraðanagrúpa � á
mengi � sé lokuð og að um öll � � � gildi að allar
brautir kyrragrúpunnar �1� séu endanlegar. Þá eru
hlutgrúpurnar �3� þjappaðar.

Sönnun: Táknum brautir grúpunnar �1� með � 
 þar
sem � er í einhverju vísamengi � . Hlutgrúpan ; í����� 	 � � sem skilur allar bautirnar eftir óhreyfðar er
eins og grúpan � 
 '��

����� 	�� 
 � (við getum gert hvað
sem er á hverri braut, óháð því hvað við gerum á
hinum brautunum). Þessi hlutgrúpa er lokuð í � . Þau
mengi í grenndagrunninum fyrir

����� 	 � � sem skera
; eru á forminu � 	E� � 
 � þar sem 
 � ; . Með því að
velja � !�� 
 þá er hægt að fá opið mengi í ; þar sem
öll stökin í opna menginu gera eitthvað tiltekið á � 

en síðan geta þau gert hvað sem er á � � þegar

� �! � .
Því sjáum við að grannmynstrið sem ; fær sem hlut-
grúpa í � er það sama og ; fær þegar við gef-
um
����� 	 � 
 � strjála grannmynstrið og ; margfeldis-

grannmynstrið (sjá [13, Section 2-8]). Þar sem grúpan����� 	 � 
 � er endanleg þá er hún þjöppuð. Samkvæmt
setningu Tychonovs (sjá [13, Section 5-1]) er grúpan
; !!� 
 '��

����� 	 � 
 � þá einnig þjöppuð. Þar sem � er
lokuð hlutgrúpa í

����� 	 � � þá er lokun � � í
����� 	 � �

jöfn lokun � � í � . Grúpan � � er lokuð í � og því
líka lokuð hlutgrúpa í

����� 	 � � . Því er � � lokuð hlut-
grúpa í ; og þar með fæst að � � er þjöppuð.

Nú verðum við aftur að rifja upp skilgreiningu úr
grannfræði. Grannrúm " er sagt vera staðþjappað ef
um sérhvern punkt > �#" gildir að til er þjappað
mengi sem inniheldur opna grennd um > . Látum �
vera umraðanagrúpu sem verkar á mengi � þannig að
fyrir einhvern punkt � � � hafi � � bara endanlegar
brautir. Hlutgrúpan � � er samkvæmt ofansögðu bæði
opin og þjöppuð og hjámengi hennar 
��1� er opið og
þjappað mengi sem inniheldur 
 . Því er � staðþjöpp-
uð granngrúpa. Flokkur staðþjappaðra granngrúpna
er sérlega fyrirferðarmikill í granngrúpufræðum enda
eru þær mikilvægar í stærðfræðigreiningu og diffur-
rúmfræði. Á slíka grúpu má skilgreina mál, svokall-
að Haar-mál (kennt við ungverska stærðfræðinginn
Alfred Haar (1885–1933)), og þannig verður kleift að
beita aðferðum úr stærðfræðigreiningu við athuganir
á grúpunni. Haar-málið hefur þann eiginleika að það
er óbreytt við allar vinstri hliðranir. Þekktasta dæmið
um Haar-mál er venjulega Lebesgue-málið á rauntöl-
urnar.

Fylgisetning 17. Ef ��!-	�� ��
 � er samanhangandi
staðendanlegt örvanet (hver hnútur hefur aðeins end-
anlega marga granna) og � ! + ,/. 	��$� er grúpa allra
sjálfmótana netsins � þá er � með umraðanagrann-
mynstrinu staðþjöppuð granngrúpa.
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Sönnun: Við þurfum fyrst að sýna að grúpan � sé
lokuð í grúpu allra umraðana á � . Gerum ráð fyrir
að � sé stak í lokun � í

����� 	 � � . Ef � er ekki sjálf-
mótun á � þá eru til punktar � og � í � þannig að
	�� ��� � � 
 en 	 �$	���� ���$	��/�%� ���
 eða þá 	�� ��� �(���

en 	 � 	��'�����$	�� �0� �*
 . Þar sem � er í lokun � þá sker
opna grenndin � 	 	
� ���4� � � � um � mengið � . Segjum
sem svo að 
 �+� 	 � 	@	��
���4� ���
� . Þá er 
�	��'�(! � 	��'�
og 
�	��/��! �$	�� � , en það fær ekki staðist því 
 er
sjálfmótun � . Sjáum af þessu að � er lokuð hlutgrúpa
í
����� 		� � .

Allar brautir kyrragrúpunnar ��� eru endanlegar
því � er staðendanlegt örvanet og sjálfmótanir örva-
netsins varðveita fjarlægðir. Nú getum við vísað til
Setningar 16, og ályktað að ��� sé þjöppuð hlutgrúpa
í � . Það að � er staðþjöppuð leiðir svo beint af því að
� � er líka opin hlutgrúpa í � .

Áður en við skoðum hvernig nota má tengsl milli
grannmynsturs og grúpuverkunar til að svara spurn-
ingum um umraðangrúpur og granngrúpur skulum við
skoða nánar hvernig grannfræðilega hugtakið „þjapp-
að“ tengist grúpuverkunum.

Fylgisetning 18. ([23, Lemma 2]) Látum � ! 		�(��
 �
vera staðendanlegt örvanet. Hlutmengi 
 � ��!+-,/. 	��$� hefur þjappaða lokun 
 þá og því aðeins að
mengið 
 � ! 	 ��	����(� � � 
1� sé endanlegt fyrir alla
hnúta � � � .

Sönnun: Gerum fyrst ráð fyrir að 
 hafi þjappaða
lokun. Tökum einhvern punkt � � � . Fjölskyldan
	 �
� � ��� ' � er opin þakning á 
 . Þar sem meng-
ið 
 er þjappað má finna endanlega hlutþakningu
� + ���'� � � ���'� � � � � � �'��� . Stak � � 
 er því í ein-
hverju þessara mengja, segjum � � � 
 ��� . Þá er
til 
 � � � þannig að � ! � 
 
 og svo fæst að
��	���� !�	!� 
 
 ��	��'� ! � 
 	�
�	��'�0� ! � 
 	���� . Af þessu sést
að 
 � !�	 � + 	��'����� � 	��'��� � � � � � � 	��'�0� .

Gerum ráð fyrir að mengið 
 � sé endanlegt fyrir
hnút � í � . Ritum 
 � ! 	 � + 	���� � � � 	���� � � � � ��� � 	���� �
þar sem � + � � � � � � � � � � eru stök í 
 . Af þessu leið-
ir að 
 � � + � ��� � � � ���
	�	�	
� � � � � . Mengið
� + � ��� � � � ����	�	�	�� � � � � er þjappað og lokað því það
er endanlegt sammengi lokaðra þjappaðra mengja.
Lokun 
 er því innihaldin í þjöppuðu mengi og er
því sjálf þjöppuð.

Athugið að ef braut 
 � er endanleg fyrir einhvern
hnút � í � þá er brautin 
 � endanleg fyrir alla hnúta

� í � . Þetta sést af því að sjálfmótanir � varðveita
fjarlægðir og ef

� ! � 	�� ��� � þá eru hnútarnir í 
 � í
fjarlægð að mesta lagi

�
frá endanlega menginu 
 � .

Hnútar sem eru ekki í meiri fjarlægð en
�

frá 
 � eru
aðeins endanlega margir svo 
 � er endanlegt mengi.

Skilgreining 19. (a) Stak 
 í granngrúpu � er sagt
lotubundið ef rásaða hlutgrúpan � 
��/! 	 
�
.�*�/� � �
hefur þjappaða lokun í � .
(b) Stak 
 í granngrúpu � er sagt vera FC ) -
stak ef samokaflokkur 
 hefur þjappaða lokun í � .
(Samokaflokkur 
 í � er mengið 	 � 
 � )2+ � ������� .)

Eftirfarandi fylgisetningu má sanna með sömu að-
ferð og notuð var til að sanna Setningu 5.

Fylgisetning 20. Látum 
 vera stak í
����� 	 � � þar

sem � er eitthvert mengi. Þá er 
 lotubundið (í����� 	 � � ) þá og því aðeins að allar brautir 
 séu end-
anlegar.

Hér höfum við skoðað hvað „lítil“ hlutmengi
(þ.e.a.s. hlutmengi með þjappaða lokun) gera. Við
getum líka athugað hvað „stór“ hlutmengi gera. Ein
möguleg lýsing á því að hlutgrúpa ; í granngrúpu �
sé stór er að deildarúmið �3<=; sé þjappað og er þá
sagt að hlutgrúpan ; sé hjáþjöppuð.

Setning 21. ([14, Lemma 1.7] og [11, Lemma 7.5])
Látum � vera lokaða umraðangrúpu sem verkar
gegnvirkt á mengi � . Gerum ráð fyrir að kyrragrúpur
punkta í � séu þjappaðar. Hlutgrúpa ; í � er hjá-
þjöppuð ef og aðeins ef ; hefur aðeins endanlega
margar brautir á �

Látum � vera samanhangandi staðendanlegt örva-
net. Sjálfmótun 
 er sögð takmörkuð ef til er fasti �
þannig að

� 	��
� 
�	����%����� fyrir alla hnúta � í � . Sjáum
að um alla hnúta � í � og öll stök � í

+-,/. 		�$� gildir
� 	��
� 	 ��
 �,)2+�� 	����%��! � 	%	 � �,)2+ ��	��'��� 	 ��
 �2),+�� 	����%�

! � 	 � )2+ 	���� � 	 
 � ),+ � 	����%�
! � 	 �,)2+ 	���� �%
�	 �2),+ 	��'�0�%�
��� �

Höfum því sýnt að ��
 � )2+ er líka takmörkuð sjálfmót-
un. Auðvelt er að sjá að margfeldi tveggja takmark-
aðra sjálfmótanna er aftur takmörkuð sjálfmótun og
andhverfa takmarkaðrar sjálfmótunar er líka takmörk-
uð sjálfmótun. Takmarkaðar sjálfmótanir mynda því
normlega hlutgrúpu � 	���� í

+-,/. 		�$� .
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Setning 22. ([23, Lemma 4]) Látum � ! 		�(��
 �
vera samanhangandi staðendanlegt gegnvirkt örva-
net. Stak 
 í

+-,/. 		�$� er takmörkuð sjálfmótun � ef og
aðeins ef samokaflokkur 
 í

+ ,/. 	���� hefur þjappaða
lokun í

+ ,/. 	���� .

Sönnun: Gerum fyrst ráð fyrir að 
 sé takmörkuð
sjálfmótun. Samkvæmt Fylgisetningu 18 þurfum við
að sýna að brautir samokaflokks 
 séu allar endanleg-
ar. Eins og áður hefur verið minnst á nægir að sýna að
ein braut sé endanleg. Vitum að til er tala � þannig
að

� 	�� �%
�	��'�0��� � fyrir alla hnúta � í � . Eins og við
sáum hér að ofan þá gildir að

� 	��
� 	 ��
 � )2+ ��	��'�0� � �
fyrir öll stök � � � . Þar sem gert er ráð fyrir að � sé
staðendanlegt örvanet þá eru aðeins endanlega margir
hnútar í fjarlægð minni eða jafnri � frá � og því er
braut � við verkun samokaflokks 
 endaleg.

Gerum nú ráð fyrir 
 � +-,/. 	��$� og að samoka-
flokkur 
 hafi þjappaða lokun. Þá er braut punkts �
við verkun samokaflokksins endanleg og því er til tala
� þannig að

� 	��
� 	 � 
 � )2+ ��	����%� � � fyrir öll stök
��� +-,/. 	��$� . Tökum nú einhvern hnút � í � . Finnum
stak �1� + ,/. 	��$� þannig að �$	��/� !�� (þetta er hægt
því gert er ráð fyrir að

+ ,/. 	��$� verki gegnvirkt á � ).
Þá er

� 	�� � 
�	�� �0� ! � 	 � )2+ 	��'��� 
�	 � )2+ 	����%�
! � 	%	 �
�,)2+ ��	���� � 	 � 
��,)2+ ��	��'�0�
! � 	��
� 	 � 
 � ),+ ��	��'�0����� �

Þar með er sýnt að 
 er takmörkuð sjálfmótun.

4. Notkun

Í þessum hluta er ætlunin að sýna dæmi um hvernig
nýta má tengslin sem útskýrð hafa verið hér að fram-
an. Fyrst verður rætt um tvær setningar rússneska
stærðfræðingsins Trofimov. Sannanir Trofimovs eru
langar og tyrfnar en með því að gramsa í granngrúpu-
dótinu er hægt að setja saman stuttar sannanir á setn-
ingum hans. Jafnframt er hægt að nota eina af niður-
stöðum Trofimovs til að sanna almenna setningu um
granngrúpur. Síðan snúum við okkur að fræðabálki
Ástralans Willis. Niðurstöður hans má einnig setja
fram með vísan til umraðana og örvaneta. Hér verð-
ur ekki farið í gegnum það allt heldur aðeins útskýrt
hvernig má nýta þau tengsl til að sanna niðurstöðu um
mengi lotubundinna staka í algjörlega ósamanhang-
andi granngrúpu.

4.1. Setningar Trofimovs

Til að geta útskýrt næstu niðurstöðu þurfum við fleiri
skilgreiningar. Ein algengasta uppspretta gegnvirkra
örvaneta er grúpufræði. Skilgreininguna má rekja aft-
ur til 1878. Látum � vera gefna grúpu og

#
hlutmengi

í � . Cayley-örvanet grúpunnar � með tilliti til meng-
isins

#
, táknað með � ! � � � 	�� � # � , er skilgreint

þannig að hnútar � séu stökin í � og 	 
����
� �+� ���
sé ör í � ef og aðeins ef til er stak � � #

þannig
að � ! 
�� . Á hliðstæðan hátt má skilgreina óstefnt
Cayley-net fyrir grúpuna � þannig að hnútarnir séu
stökin í � og ef 

� � � � þá sé 	 
����,� leggur í � ef
og aðeins ef til er stak � � #

þannig að �1! 
�� eða

 ! ��� . Eftirfarandi staðreyndir um Cayley-örvanet
eru auðsannaðar:
(a) Cayley-örvanet er samanhangandi ef og aðeins ef
mengið

#
spannar grúpuna � .

(b) Cayley-örvanet er gegnvirkt og grúpan � verk-
ar eðlilega á örvanetið sem grúpa sjálfmótanna. Þessi
verkun grúpunnar � er gefin þannig að ef 
 �+� og >
er hnútur í � (líka stak í � ) þá er 
�	9>
� !,
�> .

Ef � ! 	�� ��
 � er örvanet og � eru jafngildisvensl
á hnútamengi � þá skilgreinum við kvótaörvanetið
� <�� þannig að hnútamengi � <�� sé mengi jafngild-
isflokkanna og ef � og � eru tveir jafngildisflokkar
þá er 		� � � � ör í � <
� ef og aðeins ef til eru hnútar
9 ��� og ����� í � þannig að 	�9
����� sé ör í � . Ef
jafngildisvenslin � eru varðveitt af öllum sjálfmót-
unum � (þ.e.a.s. verkun

+-,/. 		�$� á � gefur verkun á
mengi jafngildisflokkanna) þá verkar

+ ,/. 	���� eðlilega
á � <�� sem grúpa sjálfmótanna. Sér í lagi gildir að
ef � er gegnvirkt örvanet þá er � <�� líka gegnvirkt
örvanet. Á svipaðan hátt má skilgreina kvótanet fyrir
óstefnd net.

Trofimov hefur fundið tæmandi lýsingu á öllum
samanhangandi staðendanlegum örvanetum � þannig
að takmörkuðu sjálfmótanirnar í � 	��$� verki gegn-
virkt á � . Setningin hljóðar í smávægilegri umorðun
svona:

Setning 23. ([17]) Látum � vera samanhangandi
staðendanlegt óstefnt net. Þá eru eftirfarandi tvö skil-
yrði jafngild:
(i) grúpa allra takmarkaðra sjálfmótana á � verkar
gegnvirkt á � ;
(ii) til eru jafngildivensl � á � með endanlega jafn-
gildisflokka þannig að

+ , . 		�$� varðveiti venslin og
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örvanetið � < � sé staðendanlegt óstefnt Cayley-net
grúpunnar � � fyrir eitthvert # .

Sönnun Trofimovs er löng og flókin. Með grann-
mynstrið að vopni auk tiltölulega einfaldrar niður-
stöðu úr granngrúpufræðum má fá sönnun á niður-
stöðu Trofimovs sem er rétt um ein síða að lengd (sjá
[10]).

Í þessu samhengi má einnig geta um aðra skilda
setningu Trofimovs þar sem vaxtarhraði nets er tengd-
ur við grúpufræðilega eiginleika sjálfmótana grúpu
netsins. Látum � vera samanhangandi staðendanlegt
óstefnt gegnvirkt net. Fyrir hnút � í � skilgreinum við
� 	��
��# � ! 	�� � � � � 	��
��� ��� # � . Netið � er sagt
hafa margliðuvöxt ef til eru fastar � + og � � þannig að
fyrir öll # gildi að � � 	�� ��# � � � � + #

���
. (Vegna þess að

� er gegnvirkt þá skiptir valið á � ekki máli.)
Endanlega spönnuð grúpa � er sögð hafa

margliðuvöxt ef til er endanlegt spannmengi
#

þannig
að Cayley-netið með tilliti til

#
hafi margliðuvöxt.

(Auðvelt er að sýna að ef Cayley-net með tilliti til
eins endanlegs spannmengis

# � hefur margliðuvöxt,
þá hafa öll Cayley-net með tilliti til endanlegra spann-
mengja margliðuvöxt.)

Við segjum að grúpa � sé næstum núllvalda ef
� inniheldur núllvalda hlutgrúpu

�
þannig að meng-

ið �3< � sé endanlegt. Fræg setning eftir Wolf [24]
og Gromov [6] segir að endanlega spönnuð grúpa
hafi margliðuvöxt þá og því aðeins að hún sé næst-
um núllvalda. Hluti Wolfs er sönnun þess að endan-
lega spönnuð næstum núllvalda grúpa hafi margliðu-
vöxt en Gromov sannaði að ef endanlega spönnuð
grúpa hefur margliðuvöxt þá er hún næstum núll-
valda. Hluti Gromovs í setningunni er mun erfiðari
og byggir sönnun Gromovs á ákaflega djúpum og
frumlegum hugmyndum og nýtir auk þess lausnina
á fimmta verkefni Hilberts. Fimmta verkefni Hilberts
snýst einmitt um granngrúpur. Trofimov hefur útvíkk-
að þessa setningu.

Setning 24. ([18]) Látum � vera staðendanlegt
samanhangandi óstefnt gegnvirkt örvanet. Þá eru eft-
irfarandi tvö skilyrði jafngild:
(i) � hefur margliðuvöxt;
(ii) til eru jafngildisvensl � á hnútamengi � þannig að
jafngildisflokkarnir séu endanlegir, jafngildisvensl-
in séu varðveitt af

+-,/. 	��$� , kyrragrúpur hnúta í+-,/. 	�� < � � séu endanlegar og
+-,/. 	�� < � � sé endan-

lega spönnuð og næstum núllvalda.

Sönnun Trofimovs er aftur mjög löng og flókin
og byggir á því að vísa til setningar Gromovs. Woess
[23] hefur fundið stutta sönnun á setningu Trofimovs
og byggir sönnun Woess á að vísa til útvíkkunar fyrir
granngrúpur á setningu Gromovs í stað þess að vísa
til sjálfrar setningar Gromovs.

Hér hafa granngrúpufræðin verið nýtt til að fá ein-
faldari sannanir á setningum um net og umraðana-
grúpur, en það má líka snúa dæminu við og
nýta grúpuverkanir og umraðanagrannmynstrið til að
sanna setningar um granngrúpur.

Setning 25. ([12]) Látum � vera algjörlega ósaman-
hangandi staðþjappaða granngrúpu. Gerum auk þess
ráð fyrir að til sé þjappað hlutmengi í � sem spann-
ar grúpuna � . Táknum með

�
hlutgrúpu allra þeirra

staka í � sem hafa samokaflokk sem hefur þjappaða
lokun. Þá er

�
lokuð hlutgrúpa í � .

Vandinn er að sýna að
�

sé lokuð hlutgrúpa. Til
eru dæmi um algjörlega ósamanhangandi staðþjapp-
aðar granngrúpur � þannig að

�
sé ekki lokuð hlut-

grúpa, en þessar grúpur hafa ekki þjappað hlutmengi
sem spannar þær. Lykillinn að sönnun Setningar 25 er
að sýna að skilyrðið að � hafi þjappað spannmengi sé
jafngilt því að til sé samanhangandi staðendanlegt net
� þannig að � verki sem gegnvirk grúpa sjálfmótana
á � og allar kyrragrúpur hnúta séu bæði þjappaðar og
opnar. Þegar þetta er komið þá er hægt að vísa beint
í þá afleiðingu Setningar 23 að þegar � er saman-
hangandi staðendanlegt gegnvirkt net þá er hlutgrúpan
� 	���� í

+ , . 		�$� lokuð (sjá [19] og [23, Theorem 3]).

4.2. Fræðabálkur Willis

Flokkur algjörlega ósamanhangandi staðþjappaðra
granngrúpna er víðfeðmur. Til dæmis inniheldur hann
allar grúpur ef við notumst við strjála grannmynstr-
ið. Önnur dæmi eru fylkjagrúpur yfir � -legar tölur
og fylkjagrúpur yfir ræðar tölur með eðlilegu grann-
mynstri. Samkvæmt því sem kemur fram hér að
framan bætast við sjálfmótanagrúpur staðendanlegra
samanhangandi örvaneta þegar notað er umraðana-
grannmynstrið. Lengi vel var svo að „eina“ almenna
setningin um algjörlega ósamanhangandi staðþjapp-
aðar granngrúpur var setning Dantzig frá 1936 [4], þar
sem sýnt er að slík grúpa inniheldur alltaf hlutgrúpu
sem er bæði opin og þjöppuð. Við lok síðustu aldar
varð að endingu breyting þar á þegar George Willis
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[20] (sjá einnig [22]) birti almennar niðurstöður um
þennan flokk grúpna. Willis og samstarfsfólk hans
hefur nýtt þessar niðurstöður til að svara nokkrum
gömlum spurningum um granngrúpur. Í [11] er sýnt
hvernig allar helstu niðurstöður fræðabálks Willis má
leiða út og túlka með því að nota örvanet og grúpu-
verkanir. Hér er ekki ætlunin að útskýra fræði Willis,
þess í stað verður sýnt hvernig hægt er að nota útlegg-
inguna úr [11] til að fá stutta sönnun á einni af nið-
urstöðum Willis sem tengist fyrri athugunum okkar á
hvað „þjappað“ þýðir í umraðanagrannmynstrinu.

Eins og áður var sagt þá kallast stak 
 í grann-
grúpu lotubundið ef rásaða grúpan ��
 � hefur þjappað
lokun. Þegar horft er á Fylgisetningu 20 hér að fram-
an er eðlilegt að hugsa þessi stök sem einhverskonar
„snúninga“. Á hinn bóginn má líta á þau stök sem eru
ekki lotubundin, og hafa því allar brautir óendanlegar,
sem „hliðranir“. Hversu vel er hægt að nálga hliðr-
un með snúningi? Hugsum um � � og leggjum venju-
legan skilning í „snúning“ og „hliðrun“. Skilgreinum
nú � sem grúpuna sem er spönnuð af hliðrunum og
snúningunum. Hægt að nálga hliðrun með snúning-
um hversu vel sem maður vill á þjöppuðu hlutmengi í
� � . Þetta má orða þannig að mengi snúninga sé þétt í
� þegar notað er þjappað-opið grannmynstrið. Þessu
er öfugt farið þegar við erum að glíma við algjörlega
ósamanhangandi staðþjappaðar granngrúpur.

Setning 26. ([21, Theorem 2]) Látum � vera al-
gjörlega ósamanhangandi staðþjappaða granngrúpu.
Táknum með � 	�� � mengi allra lotubundinna staka í
� . Þá er � 	�� � lokað hlutmengi í � .

Byrjum á að skilgreina hugtakið háörvagegn-
virkt örvanet. Við höfum örvanet � og skoðum run-
ur ólíkra hnúta � � ��� + � � � � ��� � þannig að fyrir �)! �"! � � � ����# $�! er 	�� 
 ��� 
 % + � ör í � . Slíka runur nefnum
við örvaveg af lengd # . Fyrir fasta tölu # þá verk-
ar
+ , . 		�$� á mengi örvavega af lengd # . Ef þessi

verkun er gegnvirk fyrir allar tölur # þá segjum við
að örvanetið � sé háörvagegnvirkt. Dæmi um slíkt
örvanet er tré þar sem allir hnútar hafa innstig 1
og útstig 2. Þessi tegund örvaneta var fyrst rannsök-
uð í [3]. Meðal annars er sýnt þar að í óendanlegu
samanhangandi háörvagegnvirkuörvaneti þar sem all-
ir hnútar hafa endanlegt útstig eru engir örvahringir
(ekki mögulegt að finna hnúta ��� ��� + � � � � ����� þannig
að ��� !���� , hnútarnir ��� ��� + � � � ������� )2+ séu ólíkir og

	�� 
 ��� 
 % + � er ör í � fyrir � !  �"! � � � ����# $0! ), sjá [3,
Proposition 3.10].

Í [11, Sections 2, 3 og 4] er sýnt að ef við byrj-
um með algjörlega ósamanhangandi granngrúpu � þá
getum við búið til háörvagegnvirkt örvanet sem hún
verkar á sem grúpa sjálfmótana. Látum > vera stak í
� og 
 vera þjappaða og opna hlutgrúpu í � (slík
hlutgrúpa er alltaf til samkvæmt setningu Dantzig
sem vitnað var til hér að ofan). Setjum � ! �3< 
 .
Látum � � tákna eitthvert stak í � . Setjum � + ! >$	�� � � .
Skilgreinum svo mengið 
 sem braut raðtvenndarinn-
ar 	���� ��� + � undir verkun � á � . Höfum þá örvanet
�*! 		�(��
 � . Brautir grúpu á raðtvenndir eru oft kall-
aðar brautlingar og örvanet sem er búið til á sama
hátt og � hér að ofan eru kölluð brautlingaörvanet.
Greinilegt er að � verkar gegnvirkt á örvanetið � sem
grúpa sjálfmótana. Tökum einnig eftir að mengi sem
er opið í � í umraðanagrannmynstrinu er líka opið í �
í upphaflega grannmynstrinu, því kyrragrúpur punkta
í � eru opnar í � . Í [11] er sýnt að velja má 
 þannig
að örvanetið � sé háörvagegnvirkt. Ef > er ekki lotu-
bundið þá er braut � � við verkun > er óendanleg. Þetta
síðasta atriði tryggir að mengi þeirra hnúta sem hægt
er að komast til með vegi frá � � sé óendanlegt. Ef við
skoðum bara mengi þeirra hnúta sem hægt er að kom-
ast til frá ��� eftir (óstefndum) vegi ásamt þeim örvum
í � sem liggja á milli tveggja hnúta í þessu mengi þá
erum við með óendanlegt háörvagegnvirkt örvanet og
stig allra hnútanna eru endanleg.

Gerum nú ráð fyrir að > sé í lokun � 	�� � og > sé
ekki lotubundið. Nú er > � ��� opin grennd um > svo
>
� ��� inniheldur eitthvert stak 
 úr � 	�� � . Samkvæmt
Fylgisetningu 20 þá hefur 
 bara endanlegar brautir á
� . Athugum nú braut � � . Setjum nú � 
 !)
�
0	�� � � . Þar
sem braut � � undir 
 er endanleg og � + �!0� � þá er til
tala # � � þannig að � � ! � � . En þá er � � ��� + � � � ����� �
örvahringur sem er í mótsögn við niðurstöðuna sem
getið var um úr [3].

Þá er fengin mótsögn og við ályktum að það sé
ómögulegt að lokun � 	 � � innihaldi stak sem er ekki
lotubundið.

Þessa sönnun ásamt frekari niðurstöðum um
háörvagegnvirk örvanet og hagnýtingar þeirra í grann-
grúpufræðum má finna í [8].
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Þakkir: Höfundur hefur notið styrkja frá Rannís við þær
rannsóknir sem lýst er hér.

Summary: It is shown how one can use a group action of a
group � on a set

�
to define a topology on the group making

it into a topological group. The topological properties of the
topological group � are linked to properties of the action
of � on

�
. Several applications of these connections are

described.
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