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Agrip - bessi grein er samantekt & helstu nidurstddum doktorsritgerdar minnar. I fyrri hluta ritgerdarinnar
er fjallad um télulegar lausnir & likénum sem lysa hreyfingu agna i lofti eda vokva. brdad er reiknirit sem
leyfir ad taka é&rekstra milli agnanna inn i slika reikninga. Med fleekjustigsgreiningu er synt fram & ad i
einféldum tilvikum er reikniritid eins skilvirkt og mogulegt er. ba er synt, med tilraunum, ad nidurstédur
flekjustigsgreiningarinnar eiga einnig vid i mérgum floknari tilvikum. 1 seinni hluta ritgerdarinnar er sett
fram slembid likan af idustreymi og hreyfing agna i sliku idustreymi skodud. bar er synt ad undir akvednum
skilyrdum er likanid slembid hreyfikerfi med slembid addrattarmengi. Lyst er hvernig reikna ma petta mengi
t6lulega og nidurstddur nokkurra slika reikninga settar fram. Pa er reikniritid ar fyrri hluta ritgerdarinnar

notad til ad skoda &hrif arekstra & addrattarmengid.

Inngangur

| pessari grein tek ég saman helstu nidurstodur
doktorsritgerdar minnar [1] i mjog stuttu mali. I hverj-
um kafla ritgerdarinnar er ad finna eina meginnio-
urstddu, en hér let ég negja ad setja fram pess-
ar meginnidurstddur ad mestu an sannana. Edlilega
verdur umfjéllunin oft heldur knépp. Ahugasémum
er bent & ad skoda ritgerdina, en hana ma nalgast &
vefsidu minni www. her si r. com eda einhverja af
peim greinum sem ég hef unnid uppur ritgerdinni og
birst hafa i visindatimaritum undanfarin &r. Efni 1. og
2. kafla birtist ario 2001 i Journal of Computational
Physics [2], efni 3. kafla &rid 2002 i Stochastics and
Dynamics [3] og efni 4. kafla arid 2002 i Physics of
Fluids [4]. Ad auki birtist grein eftir mig i Molecular
Physics [5] fyrr & pessu ari par sem reikniritid Gr
1. kafla er notad. Eg hef lika haldid heimildaskra i
lagmarki, en i ritgerdinni og greinunum ma finna na-
kveeman lista yfir allar peer heimildir sem ég hef studst
Vid.

Doktorsverkefni mitt er a svidi vokvahreyfifraoi
og felst i ad taka &rekstra milli agna med i hefdbundn-
ar lausnir & verkefnum sem hafa med vixlverkun lofts
og agna ad gera. Medal hagnytinga ma nefna innspyt-
ingu eldsneytis i sprengirymi potuhreyfils, og hreyf-
ingu sandkorna i idustreymi.

Med pvi ad nota I6gmél Stokes fyrir hreyfingu
agnar i seigum vokva eda lofti mé setja verkefnio
fram sem pad ao leysa jofnuna

T-Z'z(t) = U(w’i(t)a t) - j:i(t)a
milli arekstra, og nota eitthvert utanadkomandi lik-
an fyrir pad sem gerist vid arekstur. Hér er n fjéldi
agna, z;(t) stadsetning agnar ¢ a tima ¢, v er hradasvio
vokvans, og 7 er fasti, kalladur timafasti agnarinnar.
Hann er i réttu hlutfalli vid massa agnarinnar og i 6f-
ugu hlutfalli vid pvermal hennar og seigju vokvans.
Hradasvidid v er lausn & Navier-Stokes jéfnunum og
almennt er gert rad fyrir ad hradi og stadsetning agn-
anna hafi ahrif 4 pad, po oft sé peim &hrifum sleppt til
einfoldunar.

Vid rannsoknir reynist oft vel ad skoda fyrst ein-
falt sértilvik af verkefninu og reyna svo ad yfirfera
lausn pess a almenna verkefnid. Einfalt sértilvik pessa
verkefnis kemur upp pegar massi agnanna er hverf-
andi, 7 — 400, svo jafna (1) verdur #;(t) = 0. 1
pessu sértilviki ferdast hver 6gn eftir beinni linu med
jofnum hrada, par til hin rekst & adra 6gn. pPa breytir
han um hrada (og stefnu) og ferdast aftur eftir beinni
linu med jofnum hrada.

pao atti ekki ad koma & dvart ad margir hafa rann-
sakad petta verkefni, og raunar er pad grunnur a.m.k.
tveggja fraedigreina, annars vegar hreyfifredi frum-

i=1,...,n (1)
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einda i efnafreedi, og hins vegar billiards i sterd-
freedi. | efnafraedi er pad notad sem einfalt likan fyr-
ir vokva, en sterdfreedingar hafa einkum rannsakad
tolfreedilega eiginleika pess. Vid heimildalestur komst
ég fljétlega ad pvi ad efnafraedingar hoféu prdad skil-
virkt reiknirit til ad herma petta likan, og télvunar-
freedingar hofou ad einhverju leiti greint fleekjustig
bess, an pess po ad leida pad til lykta. Eg akvad pvi
ad byrja & ad ljuka peirri fleekjustigsgreiningu, medal
annars med pvi ad nota nidurstddur Ur safnedlisfraedi,
og um pad fjallar 1. kafli ritgerdarinnar.

Mjog einfalt reynist ad yfirfera petta reiknirit &
almenna verkefnid. pad felst einfaldlega i ad skipta
timabilinu [0, T] upp i litil timaskref, At, og gera rad
fyrir ad agnirnar ferdist eftir beinum linum innan sér-
hvers timaskrefs. pegar At — 0 stefnir lausn pessa
verkefnis & lausn upphaflega verkefnisins. Hins veg-
ar eru forsendur flaekjustigsgreiningarinnar i 1. kafla
ekki uppfylltar i pessu almenna tilviki, og i 2. kafla
syni ég med tilraunum ad nidurstdédur hennar virdast
samt sem adur eiga vid.

Til ad tilraunirnar i 2. kafla hefdu eitthvert gildi
purfti ég ad nota hradasvid sem liktist & einhvern hatt
idustreymi og fannst heldur flékid ad nota idustreym-
islausn & Navier-Stokes-jéfnunum. A pessum tima var
ég ad kynnast slembnum afleidu- og hlutafleidujofn-
um og fannst pvi tilvalid ad auka pekkingu mina a
peim med pvi ad nota slembid hradasvido sem likan
fyrir idustreymi. begar ég skodadi dreifingu agnanna i
hradasvidinu var ljost ad fyrir sum gildi & 7 voru peer
langt fra pvi ad vera jafndreifdar heldur drégust ad
akvednum svedum i hradasvidinu. bessi sveedi likt-
ust addrattarmengjum i hefobundinni hreyfifreedi og
ég komst fljétt ad pvi ad hefobundin hreyfifraedi hafdi
verid Utvikkud til ad nd yfir slik slembin kerfi. Su
freedigrein, slembin hreyfikerfi, fjallar m.a. um tilvist
& slembnum addrattarmengjum og i 3. kafla syni ég
ad kerfid sem ég skodadi i 2. kafla hefur slikt slembid
addrattarmengi.

Tilraunaedlisfreedingar hafa séd samskonar dreif-
ingu agna i raunverulegu idustreymi og i 4. kafla ber
ég saman dreifingar agna i raunverulegu idustreymi
og i slembnu hradasvidi. Greiningin i 3. kafla tekur a
engan hatt ahrif arekstra med i reikninginn, og adferd-
irnar sem notadar eru par bjoda ekki uppéa pad & ein-
faldan hatt. bar sem ég kom upphaflega ad pessu verk-
efni til a0 medhondla arekstra og hafdi préad skilvirkt
reiknirit til pess, fannst mér tilvalid ad athuga ahrif
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peirra med tilraunum og er nidurstddur peirra tilrauna
einning ad finna i 4. kafla.

1. Reiknirit fyrir agnir i pyngdarleysi
I 1. kafla ritgerdarinnar faest ég vid hreyfingu kilulaga
agna i pyngdarleysi, sér i lagi ad préa skilvirkt reikni-
rit til ad herma hreyfingu n slikra agna yfir dkved-
i timabil [0, T]. Meginnidurstada min er s ad til
er reiknirit fyrir petta verkefni sem hefur fleekjustig
O(n.logn) par sem n. er heildarfjoldi arekstra a
timabilinu. Eg nota hér hefdbundid taknmal ar flaekj-
ustigsgreiningu: f(n) = O(g(n)) taknar ad til er
heiltala V og fasti C pannig ad f(n) < Cg(n) fyrir
6lln > N, f(n) = Q(g(n)) tknar ad til er heiltala N
og fasti C pannig ad f(n) > Cg(n) fyrir6lln > N,
og f(n) = O(g(n)) taknar ad f(n) = O(g(n)) og
f(n) = Q(g(n)).

Til ad setja pessa nidurstddu i samhengi méa benda
4 ad ef markmidio er ad framkvama einhverja ad-
gerd vid hvern arekstur, pa hafa 61l reiknirit fyrir petta
verkefni flekjustig Q(n.), og feera ma skynsamleg
rok fyrir pvi ad sérhvert slikt reiknirit hafi fleekjustig
Q(n.logn), t.d. med pvi ad nota reikniritid til ad rada
n. tolum i vaxandi réd.

pad sem gerir arekstur agna i pyngdarleysi ein-
faldari en ef per hreyfast skv. jofnu (1) er fyrst
og fremst ad fyrir sérhverjar tveer agnir er hagt ad
akvarda med einfoldum heetti hvenaer paer muni nast
rekast &, ad pvi gefnu ad hvorug peirra rekist fyrr a
adra 6gn. Gerum rad fyrir ad tveer kilur med geisla r;
og r; og hafi stadsetningar

zi(t) = gi +vit 09 z;(t) = q; +vjt

vid timann ¢. ber rekast a vid timann tci’j) > 0 ef og
adeins ef fjarlegd milli midja peirra er j6fn summu
geisla peirra,

llzi(te) — = (t)ll = ri + 75

Vi0 hefjum badar hlidar i annad veldi og faum ad tci’j)
er lausn & annars stigs jofnunni

||Av||2t§ + 2(Av - Az)t, + ||Az||? = o2,

par sem Av = v; — vy, Az = g; —q;000 =71;+7;.
pessi athugun gefur strax einfalt reiknirit til ad

herma hreyfingu n agna i pyngdarleysi, sem felst i ad

endurtaka eftirfarandi skref par til ¢,,, > T":
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1. Reikna nasta arekstrartima, ¢, = minj; t:>7).

2. Feera allar agnir &fram til tima ¢,,,.

3. Breyta hrada peirra tveggja agna sem rekast &
klukkan t,,,.

petta reiknirit er mjog einfalt i forritun og afar hentugt
til a0 herma kerfi par sem n er litid. Ef hins vegar etl-
unin er ad herma kerfi med fleiri en nokkrum tugum
agna er pad gagnslaust, pvi einfold talning & adgero-
um gefur ad fleekjustigio er ©(n.n?).

Skilvirka reikniritid byggir pé & pessu einfalda
reikniriti, og felst i raun adeins i premur einféldum
breytingum eda vidb6tum & pvi. Fyrsta vidbotin felst
i ad geyma arekstra, sem reiknadir eru i skrefi 1, milli
endurtekninga. Arekstrarnir eru geymdir i forgangs-
bidrod sem rodud er eftir arekstrartima, svo einung-
is parf ad endurreikna arekstrartima fyrir peer agnir
sem lentu i arekstri i naestu endurtekningu & undan.
Onnur vidbotin og su veigamesta er ad skipta ram-
inu upp i marga sméa teninga, sem vid kollum sellur,
og reikna einungis Ut arekstra milli agna i adleegum
sellum. petta kallar & ad halda békhald um i hvada
sellu hver 6gn er, sem ma leysa med pvi ad beeta vid
feersluatburdum, sem eiga sér stad pegar midpunktur
agnar faerist fra einni sellu yfir i adra. [ skrefi 1 parf
pvi ad reikna badi naesta arekstrartima og faerslutima
agnarinnar. Mynd 1 synir pessa hugmynd i tveimur
viddum. prigja breytingin felst i ad endurreikna ekki
stadsetningu allra agnanna i skrefi 2, heldur einungis
peirra tveggja sem taka patt i arekstrinum, en geyma
pess i stad sidasta arekstrartima hverrar agnar.

O

O

O

® O

Mynd 1. Fyrir svortu dgnina parf adeins ad reikna arekstr-
artima vid agnirnar i skyggdu sellunum.
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I stuttu mali felst skilvirka reikniritid pvi i ad setja
upp bidroédina og sellurnar og endurtaka svo eftirfar-
andi skref [6]:

1. N& i nasta atburd (arekstur eda feerslu) i bidrod-
inni.

2. Framkveaema atburdinn, p.e. uppfera stadsetningu
og hrada agnanna tveggja ef atburdurinn er arekst-
ur, og feera dgnina milli sella ef atburdurinn er
feersla.

3. Reikna nasta feerslutima agnarinnar.

4. Reikna nesta arekstrartima milli agnarinnar og
agna i nerliggjandi sellum.

5. Feera dgnina & réttan stad i bidrddinni.

Med einfaldri talningu adgerda i pessu reikniriti
feest ad heildarfjoldinn er

C= Z (c1 + cans(i) + eslogn),  (2)

i€atburdir

par sem n, (%) er fjoldi agna i sellunum umhverfis sell-
una sem atburdurinn gerist i. Hér er ¢, fjoldi adgerda
vid ad na i atburdinn og framkveema hann, can ()
fjoldi adgeroa vid ad reikna arekstra, og c3 log n fjoldi
adgerda vid ad stadsetja dgnina i bidrédinni.

Fjoldi adgerda er pvi hadur heildarfjolda atburda,
b.e. arekstra og fersla, sem og hversu margar agnir
(ns (7)) eru i ndmunda vid agnir sem lenda i arekstr-
um eda faerast milli sella. bad er pvi ljést ad fjoldi
sella (p.e. steerd peirra) skiptir hofuomali; ef peaer eru
of margar pa verour mikid um feerslur, en ef paer eru of
faar parf ad reikna mikio af arekstrartimum vid hvern
atburd. bad er lika 1jost ad ns (i) er had pvi hvernig
agnirnar dreifast um ramia.

Til ad geta einfaldad steduna (2) leitum vid til
safnedlisfredi. Boltzmann [7] rannsakadi hreyfingu
agna i pyngdarleysi og syndi ad ef fjoldi agna i ten-
ingnum [z, z+Ax] sem hafa hrada & bilinu [v, v+ Av]
vid timann ¢ er nf (z, v, t)(Az)3(Av)?, paer

2
_ ”;;'2 > G

pbetta pydir ad i jafnveegi gildir eftirfarandi:

lim f(z,v,t) = Cexp (
—+oo

t—+

1. Stadsetningar agnanna eru 6hadar og einsdreifdar
skv. jafnri dreifingu.

2. Hradar agnanna eru 6hadir og einsdreifdir skv.
normaldreifingu.
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3. Hradi hverrar agnar er 6hadur stadsetningu henn-
ar.

Vid gerum pvi réd fyrir ad agnirnar hafi pessa
dreifingu & 6llum timum og reiknum medalflekjustig
reikniritsins par sem medaltalid er tekid yfir pessa
dreifingu. Flekjustigsgreiningin felst pvi i ad reikna
veentigildid af stedunni (2) undir dreifingunni sem
felst i forsendum 1-3. Reglan um skilyrt likindi gefur
ad medalfjolda adgerda ma skrifa sem

EE Ne + Ny

Z(cl + cans(i) + c3logn)
i€EA
= (En. + Eng)(c1 + c2Eng + c3logn),

par sem A er mengi allra atburda, og n; er heildar-
fjoldi fersla. Forsendur 1-3 gefa, eftir talsverda Ut-
reikninga,

En, = fTn*tY/? En, = BTmn, Bn, = %. (4)

Hér er 8 stadalfravik hrada agnanna (sbr. (3)), d er
vidd rimsins (d = 2 i tvividd, d = 3 i prividd) og m¢
er fjoldi sella. Vid hofum pvi ad medalfjoldi adgerda
er

EC = BTn(n*? + m)(c1 + 02% + czlogn).

pad er einfalt ad sjé ad flaeekjustigid er laggmarkad med
bvi ad velja m? = O(n), p.e. velja fjolda sella i
réttu hlutfalli vid fjolda agna, og ad pa er flaekjustigio
O(n¢logn). Vid hofum pvi eftirfarandi nidurstodu.

Setning Flakjustig reikniritsins er ad medaltali
O(n.logn) ef heildarfjoldi sella er i réttu hlutfalli
vid heildarfjélda agna.

Eg atfaerdi reikniritid og keyrdi pad fyrir mismun-
andi gildi & n og m, og myndir 2, 3 og 4 syna hvernig
pessum fredum ber vio raunverulegan keyrslutima
reikniritsins.

2. Arekstrar agna i vokva

| 2. kafla ritgerdarinnar nota ég reikniritid ar 1. kafla
til ad herma hreyfingu agna i hradasvidi, p.e. agnir
sem hreyfast skv. jofnu (1). Meginnidurstada kaflans
er ad ef timaprepid sem notad er til ad leysa (1) er
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Mynd 2. Reiknitimi borinn vid m fyrir n = 50000 agnir i
prividd, péttleiki p = 1%, p.e. heildarflatarmal agnanna er
1% af flatarmali einingarfernings.
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Mynd 3. mqp af mynd 2 borid vid n (punktar) og besti fer-
illinn & forminu an®, med a = 0.7626 og b = 0.3904

(Iina); flaekjustigsfreedin spa b = 5.

ekki minna en medaltimi milli arekstra, pa er flaekju-
stig Utvikkada reikniritsins O((n, + n'+'/4)logn),
par sem d er vidd ramsins. Reikniritid er pvi eins
hagkveemt og mogulegt er ef fjéldi arekstra vex hrad-
ar en n'T1/4,Vid saum i fyrstu grein (jafna (4)) ad
fyrir agnir i pyngdarleysi vex fjoldi arekstra eins og
n'*1/4 syo orda ma nidurstdduna pannig ad reikni-
ritio sé eins skilvirkt og mogulegt er ef fjoldi arekstra
vex a.m.k. jafnhratt med n og fyrir agnir i pyngdar-
leysi.
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Mynd 4. Reiknitimi borinn vid n.logn fyrir agnir i
prividd, p = 1%. Besti ferill & forminu a(n.logn)® hef-
ura = 2.5322 og b = 1.0372.

2.1. Agnir i hradasvioi

Samkvamt I6gmali Stokes er krafturinn sem verkar
& ogn i seigum vokva i réttu hlutfalli vid innbyrais
hrada vokvans og agnarinnar, pvermal agnarinnar, 2r,
og seigju vokvans, u. Hreyfijafna agnarinnar er pvi

mi(t) = 6mpr(v(z(t),t) — i(t)),

sem ma skrifa sem

TE(t) = v(x(t),t) — &(t) ()

par sem 7 = I er svokalladur timafasti agnarinnar.

Ekki er haegt a8 nota reikniritid dr 1. kafla Obreytt
til ad leysa kerfi af n slikum égnum télulega par sem
pad byggir & pvi ad agnirnar ferdist eftir beinum linum
milli arekstra. Hins vegar eru afleidujofnur af gerdinni
(5) yfirleitt leystar télulega med pvi ad nalga lausn-
ina endurtekid yfir litil timaprep [kAt, (k + 1)At],
k=0,...,K, ogtil ad beita reikniritinu & (5) gerum
vid einfaldlega rad fyrir ad hreyfing agnana sé linu-
leg innan hvers timapreps og beitum pvi innan hvers
timapreps.

Innan hvers timapreps er adgerdafjoldi reiknirits-
ins eins og fyrr gefinn med (2), en ad auki parf ad
reikna Ot &rekstra og ferslur og setja upp forgangs-
bidrédina i upphafi hvers timapreps, og kostnadurinn
Vvid pé adgerd er

o (i(l—i—n;‘(i))wtnlogn) . (6)

i=1
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Hér er n%(7) fjoldi agna i sellunum umhverfis 6gn ¢ og
lidurinn n logn er fjoldi adgerda sem parf til ad setja
upp forgangshidrdd med n stokum.

NU eru hins vegar forsendur flekjustigsfreeda i
pyngdarleysi alls ekki uppfylltar, par sem Maxwell-
Boltzmann-dreifingin & ekki lengur vid, og pvi gilda
jofnur (4) ekki lengur. Sér i lagi verour fjoldi arekstra
i hradasvidi v annar en i pyngdarleysi og vid gerum
rad fyrir ad En, ~ nl*<. Fyrir agnir i pyngdarleysi
era = %. Hins vegar er haegt ad feera rok fyrir pvi ad
fjoldi faersina sé enn linulegur i m og n, En; ~ mn,
0gad Ens ~ 7

Upphafskostnadurinn er pvi ad medaltali

O(n (1+%+logn)),

fyrir hvert timaprep og heildarkostnadurinn ad medal-
tali

BC = o( (n® +m+Ait)(1+ %Jrlogn)) .
Ef timaprepid At er valid pannig ad At = Q(n~ %),
p.e. ekki minna en medaltimi milli tveggja arekstra
sOmu agnarinnar, pé er besta valio & fjélda sella enn i
hlutfalli vid n. Fyrir pad val er flekjustigid O((n. +
n'*1/4) logn), sem er eins hagkvaemt og mégulegt er
efa > %d.

Til ad préfa hvernig fraedin koma Gt i reynd notum
vid tvivida hradasvidid v = V-4 par sem

1
Y(x,t) = o sin(27zy) sin(27wzs) )
09
oy
1
v ¢ (6.’E2 ’ 61‘1)

b.e.

v1(z,t) = sin2wz; cos2nza,

va(x,t) = — cos 2wz sin 27Ls.

Petta hradasvid er oft kennt vid Taylor og Green.
Astzdan fyrir pessu vali & v er ad pad er lausn &
Euler jofnunni eda hlidrudu Navier-Stokes-jéfnunum,
og hefur pvi eitthvad med hreyfingu viokva ad gera.
Mynd 5 synir vigursvid og straumlinur pessa hrada-
svids, og vinstri myndin & mynd 6 synir lokadreif-
ingu agna sem hreyfast i pessu hradasvidi skv. joéfnu
(5). Til gamans syni ég einnig lokadreifingu agna sem
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Mynd 5. Vigursvid (vinstri) og straumlinur (hagri) Taylor-
Green hradasvidsins.

Mynd 6. Lokadreifing agna i hradasvidi. Hver punktur gef-
ur stadsetningu i lok timabilsins & einni af 50 pasund 6gnum
sem ferdast samkvaemst jofnu (5). VINSTRI: Taylor-Green-
hradasvid. HEGRI: Slembid hradasvid.

hreyfast i slembna hradasvidinu sem er vidfangsefni
3. kafla.

Mynd 7 synir keyrslutima reikniritsins pegar pvi
er beitt & agnir i Taylor-Green-svidi og fjoldi sella
er valinn i hlutfalli vié fjolda agna. pad er greinilegt
ad keyrslutiminn er mjog naleegt pvi ad vera linuleg-
ur i n. logn, svo fredunum ber pokkalega saman vid
raunverulegan keyrsultima.

2.2. Agnir i vokva

Ef agnirnar hreyfast skv. jofnu (5) og v er hradasvid
vokva, pa gefur vokvinn dgnunum skridpunga. Skv.
pridja 16gmali Newtons taka agnirnar pa skridpunga
fra vokvanum. Hér ad ofan litum vid framhja pessari
stadreynd, en oft er mikilvagt ad taka pessi ahrif agn-
anna & vokvann med i reikninginn. Haegt er ad nota
arekstrareikniritid ad ofan dbreytt & petta verkefni,
0g eini munurinn er sa ad leysa parf hlutafleidujéfnu
fyrir v samhlida pvi ad beita arekstrareikniritinu. Ef
v er hradasvid vokva er pad lausn & Navier-Stokes-
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Mynd 7. Reiknitimi borinn vid n. log n fyrir agnir i Taylor-

Green-svidi. Besti veldisferillinn er C' ~ nl-'® log n.

jofnunum, en vid latum einfalda sveimjéfnu duga

ov - ,
a_umw—;aﬁm a0 (8)

par sem §,, tdknar Dirac-fallid i punktinum z;,

Fi(t) = 6mpr; (U(m,.@),t) - dn (t))

og f er utanadkomandi kraftur sem verkar & vokvann.

Flekjustig reikniritsins er ad sjalfsogou lika
Obreytt, en nU er dhugavert ad bera saman kostnad-
inn vid ad leysa hlutafleidujofnuna og beita arekstr-
areikniritinu. Vid latum N = (Az) 7 vera fjolda
hnatpunkta i lausn & hlutafleioujéfnunni, og vio latum
n = O(N), p.e. fjoldi agna er jafn fjélda hnatpunkta
sem notadir eru vid lausn hlutafleidujéfnunnar.

Skilvirkasta félgna adferdin til ad leysa sveim-
jofnu tdlulega & reglulegu rétthyndu reiknineti bygg-
ir & notkun hradrar Fourier ummyndunar (FFT).
Fleekjustig slikrar adferdar er i besta falli © (N log N)
fyrir hvert timaprep. Vid veljum timaprepid pannig
ad At ~ Az, og pvi er heildarflekjustigid
O(N't1/d10g N).

Vid sdum a0 ofan ad fleekjustig arekstrareiknirits-
ins er O((n, + n'*/4)logn), svo ef n. vex hegar
en i pyngdarleysi pa betir arekstrareikniritid ekki vid
heildarflekjustigid, en ef n. vex hradar en i pyngd-
arleysi pa yfirgnefir flekjustig arekstrareikniritsins
heildarfleekjustigid, en er hins vegar eins hagkveemt
og mogulegt er.
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Mynd 8. Fjéldi arekstra i milljonum borinn vid fjélda agna
fyrir Taylor-Green hagri hlid. Besti veldisferill er n, =
0.24n" %" svoa > 1.
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Mynd 9. Fjoldi arekstra i milljonum borinn vid fjolda
agna fyrir slembna hagri hlid. Besti veldisferill er n, =
0.78n" %, svoa < L.

Ad lokum skodum vid hvernig pessum fradum
ber saman vid raunverulegan keyrslutima. Vid not-
um tveer mismunandi hagri hlidar fyrir hlutafleidu-
jofnuna, annars vegar Taylor-Green hegri hlid, p.e.
f = V¢ med ¢ ar jofnu (7), og hins vegar slembna
heegri hlid, sem verdur nanar lyst i 3. kafla, en slik
haegri hlid gefur hradasvid sem hefur marga eiginleika
idustreymislausnar & Navier-Stokes-jéfnunum.

Lykilatridi i samanburdi & kostnadi vid ad
leysa hlutafleidujéfnuna annars vegar og kostnadi
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Mynd 10. Timi sem fer i ad reikna Ut arekstra, C (heil
lina), og i lausn hlutafleidujéfnunnar, C» (brotin lina) bornir
vid n fyrir Taylor-Green hegri hlid. Bestu ferlar eru C1 ~
n'*?logn og C2 ~ n*%logn.
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Mynd 11. Timi sem fer i ad reikna Ut éarekstra, C1 (heil
lina), og i lausn hlutafleidujéfnunnar, C (brotin lina) born-
ir vid n fyrir slembna hegri hlid. Bestu ferlar eru C; ~
n'®"logn og Ca ~ n'%logn. Sveiflur i reiknitima
vid ad leysa hlutafleidujéfnuna eiga uppruna sinn i hrédu
Fourier ummynduninni, en kostnadur vid hrada Fourier um-

myndun er mjog hadur frumpattum télunnar V.

vid arekstrareikniritid hins vegar er hvernig fjoldi
arekstra, n., vex med n, og myndir 8 og 9 syna
pad. Fyrir Taylor-Green hegri hlid vex fjoldi arekstra
hradar med n en fyrir agnir i pyngdarleysi, og fyr-
ir slembna hegri hlid vex hann hagar. Mynd 10
og 11 staofesta svo nidurstddur flakjustigsgreining-
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arinnar, ad fyrir Taylor-Green yfirgnafir kostnadur
vid érekstrareikniritid kostnadinn vid lausn afleidu-
jofnunnar, en fyrir slembna hegrihlid er kostnadur-
inn samberilegur. Mynd 12 synir demigerda dreif-
ingu agnanna.

Mynd 12. Demigerd dreifing agna i vokva. Hver punkt-
ur gefur stadsetningu i lok timabilsins & einni af 50 pus-
und dgnum sem ferdast samkvaemst jéfnum (5) og (8).
VINSTRI: Taylor-Green hagri hlid. HEGRI: Slembin hagri
hlid.

3. Agnir i slembnu hradasvidi

I 3. kafla set ég fram slembid likan af idustreymi
og skoda hreyfingu agna skv. l6gmali Stokes i sliku
idustreymi. Meginnidurstada kaflans er ad likanid
er slembid hreyfikerfi med slembid addrattarmengi
ad uppfylltum akvednum skilyrdum & orkuréf idu-
streymisins.

Mynd 13 synir pversnid af nornamjolségnum (e.
lycopodium particles) i idustreymi. Dreifing agnanna
er greinilega ekki jofn, og i raun er hun ekki ykja
frabrugdin dreifingu agna i slembnu hradasvidi sem
synd er & mynd 12. betta fyrirbeeri, ad agnadreifingin
sé fylgin hreyfingum i idustreyminu, hefur verid nefnt
mismununarsampjoppun (e. preferential concentrati-
on) [8], og a sér stad pegar Stokes talan, sem er hlut-
fallio milli timafasta agnanna og timaskala idustreym-
isins, er naleegt einum.

3.1. Gerviidustreymi

i viddarlausum breytum eru Navier-Stokes-jofnurnar
ov 1

8t Re
Hér er v hradasvido vokvans, Re er svokollud
Reynolds tala, og p er prystingur vékvans. Seinni tveir

Av—v-Vv—-Vp, V-v=0.
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Mynd 13. Ljésmynd af 28 pm nornamjolségnum (e.
lycopodium particles) i idustreymi sem lystar eru upp med
punnu lagi af leysigeislum. Hver hvitur depill gefur stad-
setningu einnar agnar. Fengid ad lani til birtingar fra Eaton
og Fessler [8] med gddfislegu leyfi.

lidirnir i haegri hlidinni eru 6linulegir og pvi oft erfitt
ad eiga vio pé, svo 6formlega er haegt ad hugsa sér ad
skipta peim at fyrir einhvers konar slembid "sud"W,

9D A+
ar = VAT

og velja W pannig ad V - v = 0 og ad akveonir eig-
inleikar v likist samsvarandi eiginleikum idustreym-
is. Hradasvidid sem pannig fast er kallad gerviidu-
streymi (e. synthetic turbulence), og er yfirleitt mun
audveldara ad fremja greiningu & pvi heldur en &
Navier-Stokes-jéfnunum.

I ritgerdinni skoda ég einungis tvivitt lotubundid
fledi, v : T2 x R — R?, par sem T? = [0, 1]. Fyrir
slik fleedi mé uppfylla 6sampjappanleikaskilyroid, V -
v = 0, med pvi ad velja

_yly. (O %
v=V d}'_ ((9.’172’ 31’1)

par sem ¢y : T2 x R — R er svokallad straum-
fall. Formleg framsetning & gerviidustreymier pad v =
VL1 par sem 4 er lausn & slembihlutafleidujofnunni

dp(t) = vAY(E)dt + dW (t), 9)

A er Laplace virkinn & einingaferningnum med
lotubundnum jadarskilyrdum og W er Wiener-ferli.
Alpekkt er ad eiginfallalidun v A er

vAer = —ager, k€K = 27TZ2\{0}
par sem

ex(z) =e ¥ ogay = vk, kekK.
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Wiener-ferlio W er oft skilgreint med Fourier-
liduninni

W(t) =Y VABr(t)ex
keK

par sem A, eru jakveaedar rauntdlur, og 3y eru 6hadar
Browns hreyfingar.

Oformlega leysum vid slembihlutafleidujéfnuna
(9) med pvi ad lida « i Fourier-roo,

=" drex
keK

og faum pa ad hver Fourier-studull leysir venjulega
slembiafleidujofnu,

d’(ﬁk = —akzﬁkdt + V ArdBk.

betta slembiferli, v, er kallad Ornstein-Uhlenbeck-
ferli, (OU), og & Mynd 14 ma sja demigerdan feril
pess og péttleikafall ferilsins.

_92 2
Mynd 14. Demigerdur ferill og péttleikafall OU ferlis.

OU ferlid er ergodiskt og jafnvaegisdreifing pess
er normaldreifingin,

Ak
N (o, E) .

Vio blumst pvi vid ad lausnin ¢ a slembihlutafleidu-
jofnunni sé ergodisk og ad jafnveegisdreifing hennar
sé normaldreifing. Vid sjadum nd ad velja ma studl-
ana Ay, i Fourier-lidun Wiener-ferlisins W pannig ad
orkuro6f ¢ og par med v sé hvad sem verda vill. Til
ad orkurdf v sé {Ey}.er parf ad setja A\, = 2v&;
par sem &, er medal hreyfiorka i Fourier-1id & og pvi
E|k| = %|k|gk i tvividd.
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Pad er rétt ad arétta ad pd v hafi ymsa eiginleika
raunverulegs idustreymis, skortir pad einnig marga
mikilveega eiginleika pess; v er einsleitt og einséatta,
normaldreift, og engin bléndun & sér stad milli élikra
Fourier-lida, en raunverulegt idustreymi verdur ein-
mitt til pegar orka Ur lagum Fourier-lidum flyst yfir
i heerri Fourier-lidi.

I ritgerdinni syni ég, oft med pvi visa i setningar
ar [9], ad ef Ay stefnir nogu hratt & nall pegar |k| —
+00, ndkvaemlega ef

ZAk|k|2+6 < +OO7
fyrir eitthvert e > 0, p4 gildir ad

1. wvertil, p.e. hlutafleidujafnan (9) fyrir ) hefur ein-
kveema lausn sem er diffranleg m.t.t. z.

2. z er til, p.e. v er pad reglulegt ad 16gmal Stokes
(5) hefur einkveema lausn.

3. verijafnvagi, p.e. (9) hefur jafnvaegisdreifingu.

Petta nagir til ad syna ad 16gmal Stokes (5) er slembid
hreyfikerfi. Ef A, stefnir enn hradar & nall pegar |k| —
+o0 p.a.

D Al < 400,

fyrir eitthvert e > 0, feest ad petta slembna hreyfikerfi
hefur vidfeomt slembid addrattarmengi. SGnnunin a
pessum setningum er talsvert flokin og til ad hreeda
lesendur ekki fra hef ég faert hana i vidaukann.

0.4

0.3r

w0.2F LN

0.1r

0

~
.
LI S

Kl
Mynd 15. Kraichnan orkurof, &

6

8 10
|k|>e= ¥ (heil lina),

og Karman-Obukhov orkuréf, & = |k|*(1 + |k|?) /3

(brotin lina).
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Mynd 15 synir tv orkurdéf sem ég notadi fyrir
tolulegar lausnir i ritgerdinni. bad vinstra, Kraichnan
orkurdéfig, stefnir nogu hratt & nall til ad upp-
fylla beedi skilyrdin hér ad ofan, en pad hagra,
Kéarman-Obukhov-orkurofid, uppfyllir hvorugt skil-
yroid. Orkurdf raunverulegs idustreymis i seigum
vokva minnkar jafnhratt med bylgjutdlunni &k og
Karman-Obukhov-orkurofid fyrir medalstorar bylgju-
tolur, en deyr p6 ad lokum jafnhratt og Kraichnan
orkurdfid.

4. Tolulegar lausnir og arekstrar

I 4. kafla lysi ég hvernig leysa ma hlutafleidujofnuna
(9) og reikna addrattarmengid Ur 3. kafla tolulega, og
set fram nidurstédur nokkurra slika reikninga. ba nota
ég reikniritio Ur 2. kafla til ad skoda ahrif arekstra &
dreifingu agnanna. bar sem efni pessa kafla er mjég
teeknilegt leet ég neegja ad birta hér nokkrar myndir
af drefingu agnanna sem synir hvada ahrif Stokes tal-
an, 7, og heildarrammal (péttleiki) agnanna, p, hafa &
dreifinguna. Myndirnar eru fengnar med pvi ad leysa
jofnurnar (9) og (5) tolulegamed v = 10~2, og breyta
annars vegar Stokes télunni og sleppa arkestrum milli
agna (Mynd 16), og hins vegar festa 7 = 1 en taka
arekstra med i reikninginn og auka ahrif peirra med
pvi ad auka heildarrammal agnanna p.

Mynd 16. Dreifing agna i slembnu hradasvidi an arekstra;
r=10"k=-2,-1,0,1.
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Mynd 16 synir ahrif Stokes-tolunnar 7 & dreifingu
agnanna og staofestir pad sem gerist i raunverulegu
idustreymi, ad mismununarsampjéppun & sér adeins
stad pegar Stokes talan er af steerdargradunni 1. Ef ~
er litid (efra vinstra hornid & mynd 16) eda stort (nedra
hagra hornid) er dreifingin jofn, en pegar 7 er nalegt
1 (hinar tveer myndirnar) & sér stad mismununarsam-
piGppun.

Mynd 17. Dreifing agna i slembnu hradasvidi, med arekstr-
um; 7 =1, p = 0%, 0.1%, 1%, 10%.

Mynd 17 synir &hrif &rekstra & agnadreifinguna
pegar 7 = 1. Myndin { efra vinstra horninu (p = 0%)
er si sama og sU i nedra vinstra horninu & mynd 16
(r = 1), en svo eykst p i lesr6d. bad sem er einkar
dhugavert vid pessa mynd er ad arekstrar virdast hafa
pverdfug &hrif vid pad sem blast meetti vid fyrirfram;
pad ad taka arekstra med i reikninginn etti, vid fyrstu
syn, ad dreifa meira Ur égnunum, en pvert & moti
pbjappast agnirnar pvi meir saman eftir pvi sem pétt-
leiki peirra eykst.
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Vidauki

Hér set ég fram nakvamar skilgreiningar & hugtok-
unum slembid hreyfikerfi og slembid addrattarmengi,
og geri lauslega grein fyrir helstu skrefunum i sénn-
uninni & meginnidurstodunni ur 3. kafla. Eg vara les-
andann vid ad pessi umfjollun er umtalsvert pyngri en
adrir hlutar pessarar greinar.

Slembid hreyfikerfi er i grunninn venjulegt hreyfi-
kerfi med slembnu sudi . Vid rifjum upp ad hreyfikerfi
er fjolskylda af vorpunum ¢; : X — X, t € R, sem
er gripa, p.e. oz o s = sy s. Slembid hreyfikerfi er
fjolskylda af vorpunum

ptw): X > X, (t,w) ERxQ

sem er hjaras (e. cocycle), sem pydir ad

o(t,05w) o p(s,w) = p(t + 5,w),

yfir méalrekid hreyfikerfi (Q, 7, Pr, 6,), par sem F
er mengjaalgebra hlutmengja i 2 og Pr er méal & F
[10]. Hreyfikerfi er sagt mélreekid ef Pro;'(4) =
Pr(A), VA € F. | pessu samhengi er hreyfikerfid
(Q, F,Pr,6,;) nefnt sud.

I hefdbundinni hreyfifreedi er mengi A kallad
Obreytt ef ¢;(A) = A fyrir 61l ¢ > 0 og mengi C
er kallad gleypid ef fyrir sérhvert takmarkad mengi
B, ertil T > 0 pannig ad

p(B)CC Vt>T.

Pjappad, 6breytt mengi A er kallad addrattarmengi ef
grenndin AV (A, €) er gleypin fyrir sérhvert € > 0. Ein
meginsetning i hreyfifreedi segir ad ef hreyfikerfi hefur
gleypid mengi pa hefur pad addrattarmengi,* sem er
oft mjog gagnlegt pvi yfirleitt er talsvert audveldara
ad syna fram 4 tilvist gleypins mengis, en addrattar-
mengi eru dhugaverdari pvi par & hreyfingin sér stad
eftir langan tima.

I slembinni hreyfifreedi koma slembin mengi i stad
mengja, en slembid mengi A i X er vorpun 4 : Q —
2% Vid segjum ad slembid mengi A sé Obreytt ef
o(t,w)A(w) = A(Oww) fyrir sérhvert ¢ > 0, og ad
slembid mengi C(w) sé gleypid ef nestum alls stadar
og fyrir sérhvert takmarkad (6slembid) mengi B, er
til T > 0 pannig ad

o(t,0_w)B CC(w) Vt>T.

L EfC er gleypid mengi pa er A = Q(C) addréttarmengi.
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Pjappad dbreytt slembid mengi .A(w) er slembid ad-
drattarmengi ef grenndin V' (A(w), €) er gleypin fyrir
sérhvert ¢ > 0, nestum alls stadar. Eins og i venju-
legri hreyfifraedi feest ad ef til er gleypid mengi fyrir
slembid hreyfikerfi p4 hefur pad addrattarmengi [10].

Til a0 setja jofnu (5) fram sem slembid hreyfikerfi
byrjum vid 4 ad umrita hana sem fyrsta stigs diffur-
jofnuhneppi,

&(t) | _ p(t) 2(0)] _ [zo

{Tﬁ(t)] a [v(w(t),t) —p(t)]’ [p(O)] B [po]'
Vid skilgreinum slembid hreyfikerfid ¢(t,w) : X —
X med

_m2 2 zo\ _ |z(t)
X=T°"xR* og otw) (Po) [p(t)] ,
par sem "w = 9", p.e. hradasvidid er sudid. Su stad-
reynd ad v hefur jafnvaegisdreifingu gefur ad sudid er

malrekio,

Til ad syna ad ¢ hefur addrattarmengi nagir ad
syna fram & tilvist gleypins mengis. par sem z-hnitid
er takmarkad (z € T?) negir ad syna ad &(t) er tak-
markad. Vid byrjum med skilgreininguna a ¢,

TE(s) = v(x(s),s — t) — &(s),

margféldum med & beggja megin, notum 2z - v(x) <
|#|% + |v(=)|? og faum

d . .
T2 l3(s)* < =[a(s)” + [v(a(s), s — )
og margféldum svo med %es/r og faum

d 1
2 s/T. 2 -8/t )2
= (M) < ZelTo(a(s),s - 1)

Svo heildum vid hvora hlid fra 0 og uppi ¢ og faum,

|2(8)]* < e/ [po|*+

1 t
- / e =)/ y(x(s), s — t)|*ds.
T Jo

Tilvist gleypins mengis veltur pvi & ad petta heildi sé
endanlegt, p.e. ad v vaxi ekki of hratt med ¢. Utvikkun
a hinu velpekkta itrekada logralogmali fyrir Browns
hreyfingu dugir til pess. itrekada logralégmalid fyrir
Browns hreyfingu B(t) segir ad

B(t
lim sup # =1 n.0.

t—+oo 1/tlog(logt)
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og pad fylgir ad fyrir Ornstein-Uhlenbeck-ferli,
dX = —aXdt +V/\dB, er

lim sup X _ \/i n.o0
ttoo V1ogt a
Til ad gera langa ségu stutta pa mé& med talsverdri

vinnu Gtvikka pessa setningu fyrir hlutafleidujéfnuna
(9), og vio faum ad

2
lim sup M < £ Z Ar Nn.0.

log [¢| a1 Tx

Sobolev greyping gefur pa ad ef

D Aelk|* < +oo
keK
pba er
2
Jim sup SWPzeT? |v(z, )] <K
t—too log |t|
og pvi

lv(z(t + s),8)|* < A+ Blog(1 +|s|),

sem dugir til ad heildid ad ofan sé endanlegt.

Summary This article is a summary of the main results of
my Ph.D thesis. The thesis concerns algorithms for particle
simulations, and their applications, with emphasis on inter-
particle collisions and their effect on particle distributions.

In Chapter 1 we survey algorithms for simulating a sys-
tem of a large number of hard spheres moving in straight
lines and colliding elastically with each other. We give a de-
tailed analysis of the complexity of the resulting algorithms
and give a theoretical derivation of the complexity and opti-
mal choice of parameters. This analysis rests on Boltzmann-
like assumptions on particle distributions and on an empir-
ical observation about the behavior of the algorithm. We
present several experimental results on performance which
corroborate the analysis. An optimal algorithm for collision
detection has cost scaling at least like the total number of
collisions detected. We show, both theoretically and exper-
imentally, that with the appropriate parameter choice and
when the number of collisions grows with the number of
particles at least as fast as for billiards, the algorithm we
recommend is optimal to within a logarithmic factor.

In Chapter 2 we extend the methods from Chapter 1 to
driven flow problems and coupled particle-field models. We
build on the ideas from Chapter 1 to develop an efficient al-
gorithm for detecting collisions among a large number of
particles moving in a velocity field, when the field itself
is possibly coupled to the particle motions. We extend the
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complexity analysis from Chapter 1 to such problems and
present several experimental results on performance which
corroborate the analysis.

In Chapter 3 we study Stokes’s law for the motion of
inertial particles in an incompressible, two dimensional ve-
locity field. Empirical evidence indicates that, in some pa-
rameter regimes, the distribution of particles in a turbulent
velocity field is correlated with the turbulent motions, a phe-
nomenon which has been termed preferential concentration.
We consider a Gaussian velocity field that is incompress-
ible, homogeneous, isotropic and periodic in space, and sta-
tionary and Markovian in time. We show that under suitable
decay conditions on the mean kinetic energy spectrum of
the velocity field, it is regular enough for particle motion
under Stokes’s law to have a unique solution. We then show
that, under the same decay conditions, Stokes’s law defines
a random dynamical system with a global random attractor.

In Chapter 4 we describe how to simulate the random
velocity field from Chapter 3 numerically and how to com-
pute realizations of the random attractor. We explore nu-
merically the spatial distribution of particles moving in a
random velocity field, and how the distribution depends on
the various parameters. We also explore numerically the im-
portant question of the effect of collisions on particle distri-
butions.
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